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PRÉFACE. 



Celle qualrième et dernière Parlie comprend un seul Livre, 
consacré à l'élude des deux problèmes élroitemenl liés de la 
Déformation infiniment petite et de la Représentation sphé- 
rique. Ce double sujet est un des plus attrajanls et, je crois, un 
des plus féconds de la Géométrie. J'espère qu'il intéressera les 
nombreux lecteurs qui m'ont fait Thonneur de me suivre jusqu'au 
bout de ce long Ouvrage. 

Le Livre VIII tout entier a paru en juillet iSgS. 

Les Notes et Additions qui paraissent aujourd'hui terminent 
à la fois le Volume et l'Ouvrage. Les trois premières sont dues à 
mon confrère, M. Emile Picard, à MM. G. Kœnigs et E. Cos- 
seral. En même temps qu'elles enrichissent ce Volume, elles 
constituent pour l'auteur un témoignage de sympathie qui lui est 
des plus précieux et qu'il prend plaisir à enregistrer. 

Il ne veut pas terminer sans adresser aussi ses plus vifs remer- 
cîments à MM. G. Kœnigs, G. Guichard et E. Cosserat qui ont 
bien voulu l'aider dans la correction des épreuves de ce Volume 
et à ses excellents éditeurs, MM. Gauthier- Villars, dont le con- 
cours si dévoué et si éclairé lui a été d'un grand secours depuis 
le commencement de la publication. 

aS mars 1896. 

G. DARBOUX. 
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VIII ERRATA. 

Quatrième Partie. 

Page 46f dernière ligne, supprimez le signe — . 

Page 89, dernières lignes, au lieu de étudiée, lisez étudié. 

Page i5i, dans le i" raennibrede Téquation {2^), au lieu de dC\ d\, lisez dC^d\\. 

Page a52, ligne 19, au lieu de phériques, lisez sphériqucs. 

Page 267, ligne 5, ajoutez w, après r,. 

Page 369, ligne 12, au lieu de x^ y y lisez X, Y. 

Page 406, ligne 20, au lieu de p,, p,, . . ., lisez p,, ^„ 

Page 4^3, équation (4^), au lieu de ^, lisez ^^. 

Page 477ï ligne 18, remplacez au numérateur le signe ■+■ du milieu par le 
signe — . 
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NOTE 1. 



SUR LES MÉTHODES D'APPROXIMATIONS SUCCESSIVES DANS LA THÉORIE 

DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES; 

Par m. Emile PICARD. 



J'ai consacré plusieurs Mémoires à rapplication de mélhodes 
d'approximations successives pour démontrer l'existence et faire la 
recherche des intégrales de certaines équations différentiel les, quand 
des conditions aux limites sont données qui définissent ces intégrales. 
Ces méthodes s'appliquent aux équations différentielles ordinaires 
comme aux équations aux dérivées partielles, mais pour ces dernières 
les conditions d'application sont bien différentes suivant que les équa- 
tions considérées appartiennent au type elliptique ou au type hyper- 
bolique. Les premières se rencontrent surtout en Physique mathé- 
matique et dans la théorie des fonctions; je ne m'en occuperai pas 
dans cette Note (*). Relativement aux équations du type hyperbo- 



( ' ) Relativement aux théorèmes généraux relatifs à ce cas, nous énoncerons seu- 
lement la proposition suivante {Journal de l'École Polytechnique^ 1B90). Soil 
Téqualion linéaire 

A ^A R <^*^ r — I) ^ F ^- F - — 

dx* dx ôy dy* àx ôy ** — » 

où les coefricicnls sont des fondions analytiques des deux variables réelles x 

et y : toute intégrale de cette équation bien déterminée et continue ainsi que 

ses dérivées partielles des deux premiers ordres dans une région du plan pour 

laquelle 

B»— AC<o 

est une /onction analytique de x et y. II est clair qu'il peut en être autrement 
dans une région où B'— AC serait positif. 

D. — IV. 23 
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lique, rulilité de ces méthodes est d'une double nature. Elles per- 
mettent d'abord de faire la recherche des intégrales en supposant 
les équations différentielles définies seulement pour les valeurs réelles 
des variables, et en faisant ainsi le minimum d'hypothèses sur ces 
équations; c'est là un point d'un certain intérêt philosophique. 

Une conséquence pratique en découle; on obtient, en général, 
pour les intégrales un champ de détermination plus étendu qu'avec 
les méthodes fondées sur l'emploi de fonctions majorantes quand ces 
méthodes sont applicables. 

1. Rappelons d'abord, sans y insister, les résultats relatifs à une 
équation ordinaire du premier ordre 

Si /(«r, /) est une fonction réelle et continue des deux variables 
réelles x et^, quand celles-ci varient respectivement dans les inter- 
valles 

et si, de plus, il existe une constante positive k telle que 

\f{T, y -r i^y) - f(,r, y)\<k\:^y\, 

x^ / et / 4- Ak étant les intervalles indiqués, et qu'enfin M désigne 
le maximum de la valeur absolue de /{x^y) dans ces mêmes inter- 
valles, les approximations successives donnent l'intégrale de l'équa- 
tion prenant pour ^ = jtq la valeur y^y sous forme de série conver- 
gente dans l'intervalle (x^ — p, Xq-^ p), en désignant par p la plus 
petite des deux quantités (*) 

(.) a Cl ^. 

M. E. Lindelôf, qui a très heureusement approfondi celle ques- 



(') Nous avons supposé la fonction /(x, ^) définie seulement pour les valeurs 
réelles de x et y. Dans le cas où /( J?, y) est une fonclion analytique de x cl y, 
holomorphe dans les cercles de rayons a et 6 tracés respectivement autour des 
points x^ et y^, et en désignant par M le module maximum de / dans ces 
cercles, les approximations successives permettent d'obtenir Tintégralc prenant 
pour X = x^Xdi valeur y^ sous forme de série convergente dans un cercle de 
rayon p autour de x^ (en désignant par p la même quantité que ci-dessus). Lu 
méthode des fonctions majorantes donne un champ de convergence moins étendu. 
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lion {Journal de Malh,y iSg^), a même indiqué un' autre champ de 
convergence qui peut quelquefois être plus étendu que le précédent. 
Désignons par M^la plus grande valeur'absoluede /(^, jo)> quand j: 
varie de j"o — a à Xo-h «; un champ de convergence assurée est Tin- 
tervalle (j^o — ?'> ^^ -^ p')» en désignant par p' la plus petite des deu\ 
quantités 

(.) a et ^log(,+ g). 

et p' peut dans certains cas dépasser p. 

Il n^est pas sans intérêt de rappeler que la première méthode de 
Cauchy, telle que nous la connaissons par les leçons qu'a rédigées 
M. Moigno, et qui a été depuis reprise par M. Lipschitz, méthode 
dont le principe est de considérer l'équation différentielle comme 
une équation aux différences, définissait précisément Tintégrale dans 
rintervalle correspondant à (i). 

2. Considérons maintenant une équation aux dérivées partielles de 

la forme 

à^z -./ dz dz \ 

Les approximations successives permettent, entre autres problèmes, 
de former l'intégrale d'une telle équation se réduisant, pour a:=: j7o» 
à une fonction donnée de y^ et pour y=. y^^^ une fonction donnée 
de X. Je prendrai d'abord le cas de l'équation linéaire 

Ù^z ^ àz j dz 
dxôy '~ àx ày ^' 

où a, by c sont des fonctions des deux variables réelles x et y. Nous 
les supposerons continues à l'intérieur et sur le périmètre d'un rec- 
tangle R de côtés a et p parallèles aux axes et dont {Xq, y^) sera le 
sommet de moindres abscisse et ordonnée. On veut trouver l'intégrale 
de cette équation se réduisant pour j =z yQ k ^{x) et pour x = x^ k 
^{y). La fonction ^(x) est continue de Xq à jPoH- «» et ^{y) est con- 
tinue de 7o à yo-{- p; on a, bien entendu, ^{xo) = «K/o) et les deux 
fonctions «p et <j/ ont des dérivées premières continues. 
Envisageons, en premier lieu, l'équation 



OxOy 
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OÙ /(^, y) est une fonction donnée. La fonction 



z= l f f{x,y)dxdy 



est rinlégrale de cette équation s'annulant, pour j? zn j^o» ^"<^1 ^["e 
soit j, et pour yz^y^ quel que soit x. Ceci posé, nous formons les 
équations successives 



à'^zx 

= 0, 



àx Oy 



à'^ Z\ dz\ - dz\ 

-7 = a ■ -i- o — — i- c Z\^ 

ox ây âx ày 

à^ Zn àZn-\ . , àZn-\ . 

dx i)y ox ôy 

On intégrera la première équation en cherchant son intégrale z^ se 
réduisant à «p(.r) pour y =2^0 et à '^{y) pour a? = .ro, intégrale qui est 
visiblement 

zx = o{x) H- ^(y) — cp(jro). 

Pour toutes les autres fonctions z^ {n > i), elles sont supposées se 
réduire à zéro pour a; =zXq quel que soit y, et pour y z^ y^ quel que 
soit X. 

Nous allons montrer dans un moment que les séries 

Z\ ~\~ Z2 ~i~ • • • ~\~ Zfi -T— * • * ; 



dzx 
dx 


H- 


dzt 
dx 


-h.. 


..-H 


àZn 
dx 


dz\ 

ày 


-+■ 


dz^i 

ày 


-H. , 


..-i- 


àZn 

ày 



sont uniformément convergentes dans le rectangle R. Ce point 
admis, on voit sans peine que /a fonction 

Lt î!^ Z\ ~\~ Z\ "T" • • > -f" Z II — H • . . 

est Vintégrale cherchée. On tire, en effet, des équations précédentes 

'1 -H 5j -h. . .-h •5/1 

= «p(a:)-f-iKj^)-<p(To) 

J Y àx '^^ Oy ^ + ^(^i-+-...-+-^«-i)J d^dy. 
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d^où l^on conclut à la limite, en s'appujant sur la convergence uni- 
forme des séries écrites plus haut, 






et enfin 



O^Z àZ ^dZ 

= a , — h à \- cZ. 



dx Oy ùx dy 



Abordons donc la question de convergence. Je désigne par M le 
maximum de 

a- \-b hc^if, 

àx Oy I 

dans R, et par k le module maximum de a, b, c dans ce même rec- 
tangle, et je considère le système 

iî^ = M, 
ùx dy 

Ox dy dx dy 



0^ Un . . dUn-i ^ , àu„-x ^ , „ 

= A h A. -f- Kllfi—X y 



dr dy dx dy 

tous les u s'annulant pour a;=:jCo quel que soit y, et pour y — /© 
quel que soit œ. 
Si nous prouvons la convergence uniforme de la série 

la convergence de la série des z en résultera immédiatement, car 

\Zn\<\Ua-A' Or, soit 



on aura 



c)»U, 



= M, 



dxdy 



dx dy dx dy 

On]n 0\}n-x . àVn-i 



u„ 



U«-,. 



d.r dy dx dy 

Si la série des u est convergente, la série 

(4) Ul-!-^U,-h...-+-A'"U,n.lH-... 
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représentera i^ntégrale de Téquation 

(5) T— r- = ^'3 ^ ^'-^ \- AU -h M, 

âxoy ox dy 

s^annulant pour x:=.XQy quel que soit j^, et pour jrz^o» quelque 
soit œ. Or si nous montrons que, pour Téquation précédente, Tinté- 
grale satisfaisant à ces conditions initiales, est une fonction holo- 
niorphe de k pour toute valeur de A-, la convergence de la série (3) sera 
établie, car cette intégrale devra nécessairement avoir la forme (4). 

Or Téquation (5) est facile à discuter. Prenant j:o=:j^o=o, nous 
poserons 

L^équation (5) devient 

Ox ay 

L^applicalion des approximations successives à cette dernière équa- 
tion est immédiate. On a à considérer les équations 

ôx oy 



"'« =(A->+A-)V„_„ 



dx dy 

tous les V s'annulant pour j7=:o, ainsi que poury=:o. En désignant 
par N la valeur absolue maxima de Vq dans R, on aura 

{k^^k)^xnyn 

V„ < — — > 

' ( 1 . 2 . . . n ;* 

d'où Ton déduit de suite la convergence de la série 

qui représente l'intégrale cherchée de Téquation (6). La méthode des 
approximations successives donne donc pour Téquation (6) une série 
convergente, quand (^,y) est dans R. Chacun des termes de cette 
série est une fonction holomorphe de A:, et la série converge unifor- 
mément, quel que soit A:, dans un domaine fini quelconque du plan 
de cette variable. L'intégrale V de (6) est donc une fonction entière 
de ky et il en est alors de même de l'intégrale U de (5), comme nous 
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voulions rétablir. Les mêmes raisonnements sont valables pour les 
séries formées avec les dérivées partielles du premier ordre. 

3. Passons au cas de Téquation non linéaire 



17 / àz àz\ 



àxdy 

Nous abrégerons l'exposition, sans diminuer la généralité, en suppo- 
sant que z =: o pour j: = o, et aussi pour y =^o. 11 suffît évidemment 
pour cela de remplacera; par :; h- [o{jc) -h ^(y) — «*(^o)]« Ceci posé, 
nous admettons que la fonction 

V(jr,y. z, M, (') 

est continue quand (j7,/) est dans R, quand z varie entre — a et 
•+- ûy et que u ei ç varient entre — b et -\- b. De plus, pour or, y, z, 
ti et V dans ces intervalles, on a 

!F{j',7, z\ u'. v')—F{x,y, z, u, v)\ < A-,| w'— 5| -f- ki\u'— u\ -4- Az^^v, 

les k étant des constantes positives. Soit enfîn M le maximum de la 
valeur absolue de F dans la région où cette fonction est définie. 
On considère les équations successives 



d^zi 



= F(.r,j, o,o, G), 



dxOjr 

• 1 

les z s'annulant tous pour xzzzx^y quel que soit /, et pour / =/o 
quel que soit x. On sera assuré que 

restent compris dans les limites indiquées, si {x^y) est à l'intérieur 
d'un rectangle compris dans R, ayant pour sommet (jTo, yo)> et dont 
les côtés p et p' satisfont aux inégalités 

(7) Mpp'<a, yi^<b, Mp'<^. 

Nous supposerons d'ailleurs que p et p' sont au plus égaux aux côtés a 
et p du rectangle R. 



36o NOTES ET ADDITIONS. — NOTE I, PAR M. É. PICARD. 

Dans ces conditions la série 

^l "+" ^i "f~ ... — f- Zfi — f- • . • 

représentera l'intégrale cherchée. On est, en effet, ramené immédia- 
tement au cas de Téquation linéaire, en considérant les équations 

0.rdy \ fKv Oy } 



et en leur substituant les équations linéaires 

La convergence de la suite déduite de ces dernières équations en- 
traine immédiatement la convergence de la série des z dans le rec- 
tangle (p, p'), et le problème est par suite résolu. L'intégrale est dé- 
terminée dans le rectangle (p, p'). 

k, 11 est remarquable que, dans la question précédente, les limites 

trouvées pour p et p' ne dépendent pas des constantes k. 11 faut 

cependant que Ton soit assuré de l'existence de ces constantes pour 

que le raisonnement soit valable. Un cas intéressant est celui où la 

fonction 

F(x,y, Zy a, v) 

serait déterminée et continue pour toute valeur réelle de z, u et (* [le 

point (j?, /) étant dans le rectangle R] et où cette fonction aurait des 

dérivées premières 

dV ÔF dy 

ôz Ou ôv 

restant en valeur absolue moindre qu'un nombre fîxe dans les mêmes 
conditions. 

Nous n'aurons pas alors à nous préoccuper des inégalités (7), 
puisque la fonction F est déterminée pour toute valeur de 5, u, c; par 
suite, dans ce cas, la série représentant l'intégrale con^'ergera 
dans R. 
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Ainsi, par exemple, Inéquation 
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à^^ _ àz . ôz 
dx dy dx dy 



c sin 



où a, h y c sont des fonctions continues de x et j^ dans le rectangle R, 
admettra ce rectangle même comme champ de convergence pour la 
série donnée par les approximations successives. On sait que Téqua- 
tion 



dx dy 



= sinz 



se rencontre dans la théorie des surfaces à courbure constante, et, 
dans ses leçons de Géométrie différentielle, M. Bianchi s'est servi des 
approximations successives appliquées à cette équation pour traiter 
un intéressant problème de Géométrie. 

5. Bien d'autres problèmes concernant les équations précédentes 
pourraient être traités par une autre voie analogue. Pour indiquer au 
moins un nouvel exemple reprenons Féquation linéaire 

â^z dz , Oz 

ôx Oy dx oy 

et construisons sur 0»r et Oy {fig* 89) le carré OABC de côtés 
OA = OC = a, 

Fig. 89. 
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que nous désignerons par R. On se donne la valeur d'une intégrale z 
sur OA et sur OB; on aura ainsi 

^ = /(^) pour y = 0, 

z ■= oi^x) pour y =z x\ 

f(x) et ^{x) sont deux fonctions continues ainsi que leurs dérivées 
du premier ordre; elles sont définies de x:=:o à x = a, et Ton a, 
bien entendu, /(o) ^='f (o). L'intégrale de l'équation 



d^z 
dtxdy 



= 0, 
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satisfaisant à ces conditions initiales, sera évidemment 

5=/(x)-ho(^)— /(7). 

Ensuite, en désignant par P(^,/) une fonction donnée de x et de^' 
dans le carré R, l'intégrale de Téquation 



ùx ôy 
s^annulant sur OA et sur OB, sera 



u= f' <It, I I>(?,r,)r/«: 



«-0 *■ y 

le champ d'intégration est le rectangle MPQR, en désignant par M 
le point (-f,y). 

Formons alors, comme précédemment, le système 

dxdy ^ ' 

- — ^ = a -T ho- h czi, 

Ox ojr ox oy 

) 

-z — ^-- = a —7 h b — h cZn-\^ 

ox oy ox ôy 

On intègre la première avec les conditions 

Zi=/{x) pour y=o et 5, = tp(a?) pour y = x, 

et pour n supérieur à uriy on prend 

Zn = o pour y = o et Zn = o pour y = x. 

Des considérations analogues à celles que nous avons employées 
ci-dessus permettent aisément d^établir que la série 

^1 -h -5j -4- . . . -h Zf^ -h . . . 

converge uniformément dans R, et représente Tinlégrale cherchée, 

6. Comme exemple d'équations d'ordre supérieur au second, pour 
lesquelles s'appliquent sans difficultés les méthodes précédentes, je 
citerai les équations suivantes étudiées à ce point de vue par M. De- 
lassus dans un des Chapitres de son intéressante thèse {voir aussi 
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Comptes rendus^ 1893). Ce sont les équations d'ordre n de la forme 

i.k -^ 

avec les conditions suivantes : 

1 = 0,1,...,/? 

A' = G, 1 , . . . , ^ 

et en supposant ^pq^= i. 

7. Je voudrais maintenant considérer des équations pour lesquelles 
on ne puisse appliquer la méthode précédente d'approximations. Il 
n'est pas difficile de trouver de tels exemples, nous n'avons qu'à 
prendre l'équation du premier ordre 

/ « X àz , ^dz 

(8) 5ï=«("'->'>5^- 

Supposons qu'on veuille trouver l'intégrale de cette équation se ré- 
duisant, pour J7:= jTo» à une fonction donnée F(/). On peut former 
les équations suivantes 

dz\ 



àZn f V àZn-\ 



5i prenant pour j: = jt^ ^^ valeur F (/), et les autres;; s'annulant iden- 
tiquement pour cette valeur de x. Mais on voit que l'on ne pourra 
former les fonctions xîj, . . ., ^n, ... que si F(y) et a(x, y) ont des 
dérivées partielles de tout ordre par rapport à y, et la convergence 
du développement ne peut être établie que si l'on suppose que F(/) 
et a{x^ y) sont des fonctions analytiques. Il semble donc qu'on ne 
puisse établir l'existence des intégrales de l'équation (8) qu'en admet- 
tant que a{Xj y) est analytique. Quoique la question n'ait qu'un 
intérêt théorique, elle vaut peut-être la peine d'être examinée. 

Reprenons d'abord, à cet effet, l'étude de l'équation difTérentielle 
ordinaire 
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et plaçons-nous dans les hypothèses du n® 1. Nous avons trouvé une 
intégrale prenant pour j? =: j^q la valeur y^, soit 

y = F(jr,ro,7û), 

en mettant en évidence toutes les quantités dont dépend F. La fonc- 
tion F est une fonction continue de œ, a:^ et /oî elle a une dérivée 
première par rapport à x, mais toute la difficulté de la question qui 
nous occupe est de savoir si cette fonction a une dérivée partielle du 
premier ordre par rapport à Vq. Or les approximations successives 
nous conduisent à la suite de fonctions 

se calculant de proche en proche au moyen des formules 



j'i = yo-h I /(•^..Ko)^/*^. 









et F(j?, j^o» .Vo) est la limite de j'^. On peut calculer de proche en 
proche les dérivées partielles 

àvx Oy^ dy„ 

-\ — » - — > • • • » - — ? 
àyo t>Ko '^J'o 

si Ton admet seulement que /(.r, y) a une dérivée partielle du pre- 
mier ordre par rapport à y, 11 est donc bien vraisemblable que F aura 
une dérivée partielle du premier ordre par rapport à y^. Nous le dé- 
montrerons élégamment sans calculs en rattachant la question à un 
problème traité plus haut; on va supposer (\\iq f{Xy /) a des dérivées 

partielles des deux premiers ordres par rapport à /. Il suffirait même 
d^admettre que la dérivée -^ > sans avoir de dérivée par rapport à y, 

jouit de la propriété dont jouissait la fonction appelée /(j:,/) au n® 1. 

Je considérerai, dans ce qui va suivre, x^ comme une constante nu- 
mérique et p désignera une seconde quantité numérique. J^envisage 
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réquatîon aux dérivées partielles 

^ àxôj'^ dy dy^' 

définissant une fonction y des deux variables œ et yo» D*après ce qui 
a été vu au n° 3, nous pouvons Tintégrer en prenant les conditions 
initiales suivantes : 

y = yo pour X = jTo, 

y = F(:r, ro, ?) pour ro=?- 

L'intégrale / de Téquation (9) sera alors complètement déterminée. 
Or, on déduit de cette équation 

ày 

^ =/('ryy)-^V(T), 

P(j?) ne dépendant pas de y^. Or, pour j'o= ?> o" ^ 

dy 
puisque, pour /o=P»/ est l'intégrale de Téqualion -v~ = /(^', y), qui 

prend, pour x =: œ^j la valeur p. La fonction P{^) est donc identi- 
quement nulle, et l'intégrale 

dy 
que nous venons d'obtenir, est l'intégrale de l'équation — - z= /{j\ y) 

prenant pour x = Xq la valeur yQ ; elle est identique à la fonction 
r(j?, j?o> y©)» ®^ celle-ci a, par suite, une dérivée du premier ordre 
par rapport à y^. 

On démontrera d'une manière analogue que F(ar, ^o> J'o) ^ ^^^ 
dérivée du premier ordre par rapport à Xq. On regardera y^ comme 
une constante numérique, et soit a une seconde quantité numérique. 
Nous formons l'équation 

(10) Jl^-^^lÉL, 

en l'intégrant avec les conditions initiales 

7=^0 pour x = Xo, 
y = ¥{x,a,yo) pour aro=a, 
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ce qui correspond au cas étudié (n® 5). On déduit de Téqualion (lo) 

Q(j:) ne dépendant pas de ^oî o" voit que Q(^) est nul, en faisant 
dans cette relation Xq=z a, et Ton termine comme plus haut. 

Ainsi, la fonction F (a:, ^o>/o) ^ des dérivées partielles du premier 
ordre par rapport à ^o ^^ ^ yo- Or, la relation 

peut manifestement s^écrire 

yQ=r(xo,x,y), 

puisque Tintégrale qui, pour la valeur x de la variable, prend la va- 
leur j^ aura en Xq la valeur yg. D'après ce qui précède, F{xoy x^y) 
est une fonction continue de x et /, et elle a des dérivées partielles 
du premier ordre elles-mêmes continues. Désignons cette fonction par 

F(j',7), 

en n'écrivant plus la constante Xq; nous aurons l'intégrale générale 
de l'équation -,— =:/(a:,y) sous la forme 

F{opiy) = consl., 

et F satisfera à l'équation aux dérivées partielles 

âF ., , dF 

Nous avons donc établi l'existence d'une intégrale de cette équation, 
et par suite de toutes les intégrales, en supposant seulement que 
f{JO^y) est continue et a des dérivées partielles des deux premiers 
ordres par rapport à y. 

Ainsi, comme application, on peut établir l'existence d'un facteur 
intégrant pour l'expression 

dy'\'V(,x,y)dx, 

en supposant seulement que la fonction P(^, j) est continue et a 
des dérivées partielles des deux premiers ordres par rapport à y, 

8. Tout ce que nous venons de dire subsistera évidemment si les 
fonctions considérées, au lieu d'être réelles, sont des fonctions com- 
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plexes (les deux variables réelles x et y. En particulier, le théorème 
relatif au facteur Intégrant qui vient d'être énoncé s'applique aussi 
bien si Ton a 

p ei q étant des fonctions réelles de x et y y jouissant des propriétés 
indiquées. 

Une application, qui offre quelque intérêt, se présente immédiate- 
ment. C'est une proposition élémentaire, qu'une surface analytique 
peut être représentée sur un plan, de manière qu'il y ait conser- 
vation des angles : on a ainsi une carte géographique de la surface. 
La démonstration bien connue de ce théorème s'appuie essentielle- 
ment sur ce que la surface est analytique; elle revient à la recherche 
d'un facteur intégrant. Avec l'extension donnée à cette dernière re- 
cherche, nous n'avons plus besoin d'admettre que la surface est ana- 
lytique. Soit une surface pour laquelle le carré de l'élément linéaire 
se mette sous la forme 

On peut, d'après ce que nous venons de dire, démontrer la possibi- 
lité de faire la carte de cette surface sur un plan, si les trois coeffi- 
cients E, F, G sont des fonctions continues de x et y, ayant des dé- 
rivées partielles des deux premiers ordres par rapport à y. Il suffit 
même de supposer que les trois dérivées du premier ordre 

à^ dV dO 

Oy' dy' dy' 

jouissent de la propriété admise pour la fonction /(.r, y) au n° 1. 

Ces conditions, un peu dissymétriques, sont suffisantes; elles ne 
sont sans doute pas toutes nécessaires, mais, pour s'en affranchir, il 
faudrait trouver un autre mode de démonstration pour l'existence du 
facteur intégrant. 
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NOTE IL 



SUR LES GÉODÉSIQUES A INTÉGRALES QUADRATIQUES; 

Par m. g. KOEMGS. 



1. Nous nous proposons dans cette Note de développer la solution 
complète du problème des géodésiques qui admettent plusieurs inté- 
grales quadratiques, problème partiellement traité dans le Tome III. 

Si Ton cherche à exprimer que la fonction 

(l) ff = ap^-\- 2hpq -^ cq^ 

est une intégrale pour le problème des géodésiques du ds^ 
(i) ds*= ^X dx fi^f 

on trouve Téquation (n® 593, t. 111, p. 3o) 

l / ^àa db » àc \ q I ^àa ùb ^àc\ p 

(3 ) • ^ 

I -^ -^.K^Z-iap -^ bg)— -^9.Y^- (bp -h cq ) -^ = o. 

En raisonnant comme au n® 593, on reconnaît que Téquation (3 ) se 
décompose en quatre autres, à savoir tout d^abord les équations 

de _^ da _ 

àx dy ~~ ^ 
en sorte que Ton a 

a = X, 6 = Y, 

où X ne dépend que de x et Y que de j'. Les deux autres équations 
qui proviennent delà décomposition de Téquation (3) s^écrivent alors 

à{b\) _ d\ 

1 \ = A Y -h 2 Y -r—» 

ox dv 

à{b\) . d\ 

— 2 — = AX' 4- 2 X - - , 

ày dx 
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OU encore, ce qui revient au même, 

(4) -■2frX=y*(xr-+-aY^)dx + (xX'-).aX^)dr, 

ety b étant définie par cette équation, Tintégrale <p prend la forme 
suivante 

(5) ç = X/?'-h 2^/?<7 -h Y<7». 

Il faut toutefois que la condition d'intégrabilité dans Tintégrale (4) 
soit satisfaite, ce qui s^exprime par Téquation 



jL/xY'-HaYÎÎ^Ul/'xX' 






Développée, cette équation devient 

(6) ,x'(i^i+3X'^+X'X = aY^ + 3Y'î|^+rX. 

ojr^ ox ôy^ Oy 

C'est précisément Téquation (4i) du n® 4.13 [II, p. 209]. Elle exprime 
à cet endroit que, si x^ y ne sont pas nuls, la transformation 

^'j%' '-1% 

amène le ds^ à la forme de Liouville. 

Si Tune des deux fonctions est nulle, tout ce qui a trait à Tinté- 
grale (5) persiste, mais la forme de Liouville disparait. Nous sommes 
alors dans le cas traité au n^' 594> [III, p. 3i ], et le ds^ se réduit par 
la transformation 

dx 

V'. 

à la forme de Lie. 

A regard de Téquation (6) on a remarqué au n*' 413 [II) p. 209] 
que, si (X^, Y}), (X,, Y,) sont deux couples de solutions de cette 
équation, il en est de même du couple de fonctions 

(aXi-hôXi, aYi-h^Yf), 

où a, b sont deux constantes. 

Plus généralement, si (Ai, Bj), (At, B,), ..., (Ap, B^) sont p 
couples de solutions de Téquation (6) et A*!, k^y ..., kp des con- 
stantes, les fonctions £ Ar^A/, SA'/B^ constituent un couple de solutions. 
D. — IV. M 



(8) x'=zf-^y y = y (Y étant nul), 

»/ i/X 
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Désignons, d^une façon générale, par 9,- Tintégrale qui, d'après les 
formules (4), (5), correspond au couple X =1 A/, Y = B/; Tintégrale 
correspondante au couple (2 A/ A,-, SAt/B/) sera, comme on le constate 
sans peine, 

S'il n'existe pas de système de valeurs des A*/ (si ce n'est zéro) qui 
annule à la fois SAr^A/, SA/B/, nous dirons que les p couples 
(A,, B|), . . ., (Ap, B^) sont indépendants. Si les p couples sont in- 
dépendants, pour aucune valeur des A/ l'intégrale (p ne se réduira à 

une constante ou à l'intégrale des forces vives qui est 4^* Il faudrait 

en effet que les coefficients de/?' et de q^ fussent nuls; cela ne se peut, 
car ces coefficients sont justement SA" ,• A/ et 2A:,B/, qui, par hypothèse, 
ne peuvent s'annuler en même temps. 

Nous pouvons dire qu'à p couples indépendants des solutions de 
l'équation (6) il correspond p intégrales quadratiques indépendantes. 
Nous nous proposons de rechercher tous les ds^ dont les géodésiques 
admettent plusieurs intégrales quadratiques indépendantes. 

2. A la page 218 du Tome II a été posée la question de trouver 
les ds^ qui admettent plusieurs réductions au type de Liouville. Les 
liens connus qui rattachent les intégrales quadratiques aux formes de 
Liouville d'un ds^ montrent que ce problème et le précédent n'en 
font qu'un. Cependant, l'existence possible des formes de M. Lie peut 
faire naître un doute. Il convient de le dissiper. Si l'équation (6) 
admet un couple de solutions unique (X,Y), la forme de Liouville 
est acquise au ds^^ sauf le cas où l'une des fonctions X, Y est nulle, 
car alors la forme de Lie intervient. Par contre, si réquation (6) 
admet plusieurs couples de solutions indépendants, p'>i, la forme 
de Liouville est sûrement acquise au ds^. On verra même, par la 
suite, que la réduction au type de Liouville comporte p — i para- 
mètres, si p est le nombre exact des couples indépendants de solutions 
de l'équation (6). 

La démonstration de la proposition précédente est des plus simples. 
Quels que soient les p coefficients constants A"/, l'équation (6) admet 
le couple de solutions SAr^A/, SA'/B/. Donc, si les A ne sont pas tous 
nuls et si les B ne sont pas tous nuls, l'équation (6) admet un couple 
dans lequel aucune des fonctions X, Y n'est nulle et la transforma- 
tion (7) amènera la forme de Liouville. 

Reste le cas où toutes les fonctions A, par exemple, seraient nulles. 
L'équation (6) admet alors les couples de solutions (o, Bj) (o, B,) et 
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uo calcul facile prouve que le ds^ est celui du plan. Comme le ds^ du 
plan possède des formes de Liouville, le théorème est démontré. 

La forme de Liouville étant acquise aux ds^ que nous étudions, 
nous pourrons prendre, comme point de départ, une forme de Liou- 
ville de ce ds^ supposée connue. Dans ce cas, on le vérifie aisément, 
Téquation (6) admet normalement le couple de solutions ( X= i , Y = i ). 
Soit X, Y un autre couple de solutions; la transformation (7) fera 
passer de la forme de Liouville du ds^ à une autre; pour ce molif, 
j'appelle les fonctions X, Y des coefficients de transformation du ûfs'. 
Cette locution abrégera beaucoup le langage. Si Téquation (6) admet 
exactement p couples indépendants, nous aurons, outre le couple 
(1, i) /? — I autres couples ( A|, B,), (Aj, Bj), . . ., ( A^.,, Bp_|) et 
l'indépendance de tous ces couples se traduit par ce fait qu'une équa- 
tion de la forme 

( 9 > A-, ( A, — Bi ) -h . . . H- k,^x ( A,,_, — B,,_, ) = o 

est impossible, sauf si les constantes k sont toutes nulles. 

La réduction la plus générale du ds^ à la forme de LiouWlle s'ob- 
tiendra par les formules (7) qui seront ici 

dx 



I ^'=/7^ 



1 A I -f- ... -h kp.. 1 \p—\ -+- kp 
-^- kp—i B^_i -i- kp 



r^ J A.B,-... 



Si on laisse aux constantes k toute leur généralité, le ds^ acquiert 
une forme de Liouville que nous appelons son type essentiel et les 
variables a:', /' sont les variables essentielles. 

Pour certaines valeurs particulières des constantes A*, le type essen- 
tiel dégénère et change d'aspect pour devenir un type singulier. 

Les divers types essentiels d'un même ds^ ont le même aspect et ne 
diffèrent que par certaines constantes; par exemple, s'il s'agit de 
fonctions elliptiques, les invariants ^,, g^ pourront changer. 

3. Ceci posé, proposons-nous tout d'abord de trouver les ds^ dont 
les géodésiques admettent plus de trois intégrales quadratiques indé- 
pendantes. Nous prenons le ds^ sous la forme de Liouville 

[\,{Ti)-\,(yO]da;dy, 
où a:-i=^^.-> Vi— — TT^; l'équation (6) devient alors, avec ces 
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notations, 



(11) 



û = (X - Y){x; - y;) -h (X,- Y^iX"- V) 
-+- 4= (X'- y )x; — -^(X'-^ Y') y; = o. 

y/ 2 y -A 



Posons, pour abréger, 



(12) 



/>I= -7= 



A-i = 






7» = 



I X',-+-Y', 



X.-Y, - /, 

^Mog(X|-Y,) 



X,~Yi 



'1 



X,-Y, 



Ox Or 



X,-Y, 



>. —- 



X, - Y, 



en sorte que — •xk^ est la courbure totale du rf«'; faisons aussi 



(i3) 






Le lecteur vérifiera que l'on a identiquement 



(M) 

où l'on a posé 



(i5) 



à^ - y- 



<p = > — \ 

Ox 



-h-,i2 = (X,-Y,)<l>, 



3!^Y'-f- 2//,(X — Y). 



L'équation Qz=io entraine donc 4> 3z o. Supposons que le ds^ ad- 
mette au moins quatre intégrales quadratiques indépendantes; outre 
le couple (i, i), Téquation (ii) doit admettre encore au moins trois 
autres couples (Aj, Bj), (A,, B,), (A3, B3), ce qui donne les trois 
équations 

Ox ^y 

5 ^^ Ai- 5 !^ B'j -h 2/ri( A3- B3) = o. 
ox * Oy * 



Si le déterminant 



a; 


b; 


A,-B, 


A, 


b; 


A,-B, 


a; 


Bi 


A,- B, 



= A 
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n'est pas nul, il faut donc avoir 

à Ai d/ii 

^=o, ;^=o, /'i = o. 

La courbure — 2 A:, est donc constante. 

La conclusion est la même si le déterminant est nul. Ce détermi- 
nant nul exprime, en effet, que Ton a une équation de la forme 



Al — B 



3 _ >./ A,-Rt \ 
, --^Ui-Bi/ 



où / ne peut désigner une fonction linéaire, sans quoi il existerait une 
relation de la forme (9). Dans ces conditions on constate facilement 

que V- D-* 6t -r-^ — ~ ne peuvent dépendre que d'une seule des va- 
Ai— Kl Al — B, ^ 

riables j:, y; de y par exemple. Alors A,, A,, Aj sont des constantes 

que Ton peut ramener à zéro en substituant aux couples (A/, B/) les 

trois couples (o, B, — A/). On est donc ramené au cas où les fonctions 

d*un même nom sont nulles dans plusieurs couples. Nous avons déjà 

dit que ce cas était celui du plan ou des surfaces à courbure nulle. 

Nous pouvons donc énoncer ce théorème : 

Si un ds^ admet plus de trois intégrales quadratiques indépen^ 
danteSf pour ses géodésiques, sa courbure est constante. 

Un ds^ de courbure constante admet exactement cinq intégrales 
quadratiques pour ses géodésiques, comme on Ta vu à la page 210 du 
Tome n. Si on le prend sous la forme simple 

, , dxdy 

^* = 7 \^' 

{x—y)^ 

l'équation (11) admet, en effet, les cinq couples 

(1,1), {x,y\ (x\y'^\ {x^y^), (x^,y^). 

Dans le cas du plan 

ds^ = de dy^ 

l'équation (6) se réduit à X''i= Y'' et admet les cinq couples indépen- 
dants 

(1,0). (ar, i), (1,7), (a?,7), (:r«,7î). 

On voit donc que, si un ds- admet plus de trois intégrales quadrati- 
ques, il en admet exactement cinq. Il n'y en a pas qui en possède 
quatre ou plus de cinq. 
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4. Cherchons à présent les ds^ qui admettent exactement trois 
intégrales quadratiques et pour lesquelles, par conséquent, la cour- 
bure sera variable. On a vu an n° 596 [III, p. 38] que si un ds^ 
admet à la fois une intégrale linéaire et une intégrale quadratique 
pour ses géodésiques, il est de révolution; et que, outre Pintégrale 
quadratique en question et le carré de Tintégrale linéaire, qui est 
aussi une intégrale quadratique, il admet une troisième intégrale 
quadratique, indépendante des deux premières. 

La réciproque de cette proposition est vraie; en sorte que, tout 
ds^ dont les géodésiques admettent trois intégrales quadratiques in- 
dépendantes convient à une surface de révolution (nous disons pour 
abréger ds* de révolution). 

Voici la méthode qui nous conduit à ce résultat : 

Supposons que, par un procédé quelconque, analogue à celui qui 
nous a donné Téquation <ï> = o, on ait tiré de û = o deux équations 
linéaires de la forme 

RiX-R;Y'-i-R3(X — Y) = o, 

S,X'-S,\'-H-S3(X-Y) = o, 

où les R et les S ne dépendent que des fonctions Xj, Y, et de leurs 

X' Y' 

dérivées. Ces équations, résolues en ^^ — r: » ^ r^y donneront 

X' ,. Y' 



= l^ - <- — ^ = Q, 



X - Y ' X - Y 

d'où 

(i6) rflog(X — Y) = Prfjr-+-Qrf>'. 

V dx -^Qdy devra être une différentielle exacte, en sorte que les 
fonctions Xj, Y', devront vérifier la relation 

Cette condition vérifiée, posons V dx -\-(^ dy ^ rflog w. La fonction u 
ne dépendra que de Xj, Yj, comme P, Q, et Téquation (i6) donne alors 

X — Y r=C.M; 

C désigne une constante. Il faudra que u soit de la forme /(jr) — g{y) 
oii f{x),g{y) sont des fonctions déterminées, et Téquation précé- 
dente donnera, a étant une constante, 

X = C/{x) -4- a, Y = G g{y) -h a. 
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Dans ce cas, par conséquent, le ds* n^admet pas d^autres couples de 
solutions pour Téquation (ii) que (i, i) [/{^), ^(/)]« 

Il faut donc, pour que le ^5' admette trois intégrales quadratiques, 
que toutes les équations linéaires analogues à 4> = ose réduisent à une 
seule, qui sera 4> = o elle-même, puisque Ton fait abstraction des e/^^ 
de courbure constante, les seuls pour lesquels 4> soit identiquement 
nulle. 

C'est ainsi qu'en posant 

dx dy 

='=x— y;' 

on trouve l'identité 

0^ (W> ()U, 



dx dy __. 12 



2,jxày_ 

a Al. Al. ^ — / "^ > 



Ox dy dx dy 

H"" ayant cette expression 

gx est une fonction sans importance. 

Il est clair que li = o entraîne «t> = o et H^ 1= o. Il faudra donc que ^ 
soit proportionnel à *t> ou que 

doL d% 

àr __ dy _ £x_ ^ 

^ Okx . dki ihi 

5 'J ■ 

dx dy 

La première de ces équations nous donnera 

« = /(Ai). 

Au lieu d'utiliser la seconde, qui est compliquée, nous allons former 
une autre combinaison. Posons 

d^kx 
__ dxdy 

on trouvera, sans peine, que l'on a identiquement 

d^^ . d^x Q, 



— j 



dxdy dxdy\i—\x 



= (Xi~Yoe, 



376 NOTES ET ADDITIONS. — NOTE II, I»AR M. KOENIGS. 

avec celte expression de 0, 

^ = ;è<7?^-î'A-ï)X'"|:^73 + 2XÎ)Y' -/.(X -Y); 

/i est une fonction qu^il est inutile de calculer. Comme 6 = est une 
conséquence de 12 =: o, on doit écrire encore 

ox tty 

Nous n'utiliserons que la première de ces équations qui donne 

ou encore 

Prenons alors une fonction quelconque de X'i, 0(X'|). On aura 

et comme on a trouvé 

^|l=(X,-Y.)a = (X.-Y,)/(^.,. 

^=(X,-Y.)? = (X.-Y.)?(/.). 
il viendra 

*^'* =(X,-Y,)[0'(Â-,)/(A.) + 0'(/.-,)?(Ai)]; 



ôxôy 



f{kx) ne peut être nul sans quoi a serait nul, et Ton verrait que la 
courbure est constante. Dès lors, on peut trouver une fonction 0(^*1 ), 
contenant effectivement Ar, et vérifiant Téq nation 

On aura alors - — -— = o, d'où résulte 

dxôy 

OÙ ^ est fonction de x, et t) de y. En résolvant, on trouvera 

*i = '}'(? + 1); 
si \ (ou T,) se réduisait à une constante, a serait nul, cas écarté. On 
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peut donc prendre l, r^ pour variables; or il vient 

d'où 
et enfin 

Comme y est fonction de Ç -h t) ainsi que /( Ar, ), on a bien le ds^ d'une 
surface de révolution. 

5. Le théorème étant ainsi établi, nous pouvons en déduire, par 

une nouvelle méthode, les ds* de révolution à intégrales quadratiques. 

Soit, en effet, 

(f(x — y)dxdy 

un de ces ds^ et (X,Y) un de ses coefficients de transformation; 
comme le ds^ ne change pas par le changement de (a:, y) en (j? 4- A, 
y 4- A), il est clair que X( jr -4- A), Y (^ 4- A) est encore un couple de 
coefficients de transformation. Il en est de même du couple 



et, par suite, en faisant tendre h vers zéro, on reconnaît que X'(x), 
y (y) est un couple de coeffîcients de transformation. Uéquation (11) 
admet donc ici les couples suivants de solutions 

(1,1) (X,Y) (X',Y') (X',Y') .... 

Comme trois couples seulement peuvent être indépendants, il faut 
que Ton ait deux équations simultanées de la forme 

aX"-+- ^X'-h cXh- û? = o, 
aY'-h6X'-+-cY 4-^^ = 0, 

où a, hy c, d sont des constantes. 

La discussion de ces équations linéaires se fait sans difficulté et Ton 
arrive ainsi à former le Tableau des ds^ de révolution à intégrales 
quadratiques sous leur forme caractéristique de révolution. 

C^est ainsi que nous avons formé le Tableau I. 

Dans le Tableau II, nous donnons les formes de Liouville à cour- 
bure constante non nulle. Le premier type [j)(^-H j) — p{^ — /)] dxdy 
est le type essentiel; les quatre autres types sont singuliers. 
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Dans le Tableau III sont les types de Lieu ville du plan. Le premier 
type est la forme essentielle, les cinq autres types sont singuliers. 

En partant des types du Tableau I, il est facile de former les types 
essentiels de révolution. Ces types sont au nombre de quatre, irréduc- 
tibles les uns aux autres; le Tableau IV les représente. 

La discussion détaillée des divers cas singuliers conduit à former 
les types singuliers qui se rattachent à ces quatre types essentiels. Ils 
sont contenus dans le Tableau V, avec Tindication du type essentiel 
auquel ils appartiennent. Nous ne saurions entrer ici dans le détail 
des calculs, et nous renvoyons le lecteur à notre Mémoire inséré au 
t. XXXI des Savants étrangers, 

TABLEAU I. 

Formes de révolution à intégrales quadratiques sous leur aspect 
caractéristique de révolution ^(j?qi^)^jcWy. 

\e ^ -e ^ ) 
Couples de solutions de l'équation (11) : (1,1), (e-^, e>'), (e-', e-y). 

( -^^ \ 

2. ds^=z\ae * -4- be-^'-^y^J dx dy, 

Couples de solutions de Téquation (11) : (1,1), (o, ey), (e*, o). 

3. ds^ — — - -^bXdx dy. 

Couples de solutions de Téquation (11) : (1,1), (a?, ^), (a;*, y'). 

4. ds*= {x -^y)dx dy^ 

Couples de solutions de l'équation (11) : (1,1), (^,y)i (0,1). 
Remarque, — Le premier type peut encore s'écrire 



.' ^.1 



^ —y t 

a cos — r b 

ds^= -, j — dx' dy\ 

X — Y 

sin« ^ 

2 

avec les couples de solutions (1,1}, (cos2;', cosy'), (sina;',sin^'). 
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TABLEAU II. 

Formes de LiouvîUe à courbure constante non nulle. 

Expression générale des coefficients de transformation [*ï>(J?), *t>(^)], 

où Ton a 

4>(x)= hop(x)-h Lip(ir+ tOt)-h Lïp(u:-}-aj,)-4- L3 p(a? -f- u)3)-4- L^. 

i. ds^=:\-^—-^ -—^ ,]dxdy. 

Coefficients de transformation [«t>(a7), *t>(^)]. 

<|>(a:)= -7-^ 1 \ h Lj cos4a:-4- L3 cos2iF-i- Li. 

' sin*a: cos*a: 



3. ds'^ = . ,, r dx dy, 

sin*(a: — y) ^ 

Coefficients de transformation [«t>(a?), *(^)]. 
<l>(a?)= Lo sin4^-f- Li sinaa: -j- Lj cos4^ -+- L3 cos2a7 -4- L4. 

4. ds'^ = ; — dx dy. 

Coefficients de transformation [*t>(^), *(/)]• 



Coefficients de transformation [*(a:), *ï>(^)]. 

<P(x)= LqX^-^- Lia7'-+- LfX^-^ L^x -h L^. 

Dans ces formules les L sont des constantes arbitraires; p{x) est la fonction 
de M. Weierstrass. 
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TAlîLEAU III. 

Formes de Liouvîlle à courbure nulle. 

1 . ds^ = (^^^ -h e-^^-^ e^ -+- e-"^) dx dy. 
Coefficients de transformation X -\- — — , X -+- - — r-^ 

2. ds!^ = ( e^-^y -+- e'-y ) dx dy. 

Coefficients de transformation X -h — , X -+- ^ — '— • 

(e-* -t- e--«^;2 e^y 

3. ds*-= e^'^y dxdy. 
Coefficients de transformation X h- — — , X -h - — 



-f-v'. 



e^y 

4. ds'^=z\x-^y — X — yjdxdy. 
Coefficients de transformation Xj-'-h - — hv, X v'-h ~ 

x^ ^ yi 

5. ds^={x-^y — X — y)dxdy. 
CoefGcients de transfurmation Xj^^-i- ixj^-i-v, Xi*-+- —^ -+- v'. 

y^ 

6. ^5* = dx dy. 

Coefficients de transformation Xa?*-*- \xx -f- v, Xj^*-+- \Ly -+- v'. 

Dans toutes ces formules, X, {i, v, jx', v' représentent cinq constantes entièrement 
arbitraires. 

Le premier type de ce Tableau, qui est le type essentiel des ds* de courbure 
nulle peut s'écrire encore 

ds^=^ (cosx'-T-/'— cosa?' — y') dx' dy\ 

avec les coefficients de transformation 

.. ficosar'-+-v . fji' cos^' -+- v' 

A -4- T—z — ; 9 A H r— — , • 

sin*a? sin*^ 



• • 
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TABLEAU IV. 

Types essentiels des ds* de révolution. 

I ds^= \[p(x-^' y) — p{x—y)]dj;dy 
1. •. 

/ -h B f ji(> -+- 7 -f- '0| ) — p(x — y-^(ûi)]dx dy. 

Coefficients de transformation 

[j>r.r)-+-j)(j:-hu),), p(7)H-p(7-Ha)i)', 
[p(j: -H (Oï) -+- p{x -r- 103), p(7 -T- to,) -f- p( j^ 4- W3 )]. 

\ ds^=i A(cosî:r-r-j — co''^ \ x — y) dx dy 
z. • ^ 

! -+- B(cos2«r -r- 7 — COS2J7 — y)dxdy. 

Coefficients de transformation (o, -r— r ) > ( -:— : — » o ), 

\ sin^'zr/ \sin*-2Jr / 

l e/5î= aF , ' 1 dxdy 

3. < Lsin'j^-4-7 sin'./* — jj 

f -h B(cosi«F H- j' — C0S23' — y) dxdy. 

Coefficients de transformation ( -r—-— 9 . , ) > ( — r— > r— | • 

\siii*:r sin'^/ \cos'jr cos*y/ 

i. ^/«J =a(j7-hj^ — X — y ) dx dy -h B\x — y — ^ — y ) dx dy. 
Coefficients de transformation (-^> o), (®ï*~i)' 
Dans ces formules, A, B sont deux constantes qui changent d*un ds^ à l'autre. 
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TABLEAU V. 

Types singuliers des ds- de révolution (*). 
Types équivalents au type essentiel \\\. 

a CCS — ;-— -+- b 

l . dx dy, 

sin' '— 

•1 

Coefficients de transformation (cosa:, cosj^), (sino:, sin^). 

\ dx dy. 



sin* — sin* ^ I 

Coefficients de transformation (cosa?, cos^), (cosaa?, cos2j^}, 

Coefficients de transfornialion Ccos2x, cos2y), ( . , » —r—i — 1 • 

•^ ' \sin*jr sin*jv 

4. ^^ 1 H- , r dr dy. 

Coefficients de transformation (j?S^*), ix^^y*) 

Types équivalents au type essentiel IVf. 

Coefficients de transformation (e^^, o), (o, e^y). 

G. ya -\- b\x -Ji- y — x — y )\dxdy. 

Coefficients de transformation (>*, J'*), (o,i). 

Coefficients de transformation --r — -» o (o, e-^y). 



(') La coocordance entre les types du Tableau V et leurs types essentiels du 
Tableau IV s'établit par ccrlaines relations qui permettent d'exprimer les con- 
stantes a, b en fonction des constantes A, B. 
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Types équivalents au type essentiel W^. 

8. [; — --hb\dxdy. 

Coefficients de transformation (ar, y)^ (^-,X*)- 

9. \a[{x-¥y)^'-{x^yY]-^b\- ' ^ '\\drdy. 

Coefficients de transformation (x^, y*), { —i> — - )• 

\ar* yij 

10. r ; -t- bei^-'^y^ dx dy. 

Coefficients de (e-*^, e-^y), {e-^^, e-'*y). 

Type équivalent au type essentiel IV4. 

il. (x -hy) dx dy. 

Coefficients de transformation (x^ y), (0,1). 

6. Notre attention doit actueliement se porter sur les ds^ qui ad- 
mettent exactement deux intégrales quadratiques. 

La symétrie de Téquation (ii) manifeste d^abord ce fait intéres- 
sant (*) que si X, Y est un couple de coefficients de transformation 
pour le ds^ 

(18) ds^={Xi^\i)dxdy, 

d^autre part Xi, Yj est un couple de coefficients de transformation 
pour le ds^ 

(19) ds\ = (X-Y)dx,dyi, 

Nous disons de ces deux ds^ qu'ils sont réciproques Tun de Tautre. 
Deux surfaces admettant deux ds^ réciproques seront dites aussi ré- 
ciproques. Deux surfaces réciproques se correspondent point par 
point de sorte que les géodésiques de chacune ont pour images sur 
Tautre des familles de coniques géodésiques {voir le n® 587, t. 111, 
p. i6). 

En appliquant cette remarque aux ds'^ des Tableaux 111 et II nous 
avons formé les Tableaux VI et VIL 

(•) Comptes rendus de l'Académie des Sciences j i. CIX. 
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TABLEAU VI. 



Réciproques des ds^ du plan. 




jx cos =^ -4- V [l'COS h V 

1. d$^=i\ '■ \dxdy. 

sm* ^ sin* — 

•A 'À 

Coefficients de transformation (cosx, cosy). 
Coefficients de transformation (c*^, e^y). 

Coefficients de transformation (e'*, o). 

4. ds- = X.rv H î -r- -h o\ dx dy. 

Coefficients de transformation (^*, y*). 



5. ^5* 



Coefficients de transformation (o^, y). 

6. û?5' = ( ^ jy H- JX j^ -H vy -h p ) rfj: dy. 

Ce dernier (/«* est de révolution type V, si ^ n'est pas nul, type V„ si ^ est nul ; 
c'est un di* à courbure nulle si, ^ étant nul, {i ou v le sont aussi. 



3. 
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TABLEAU VII. 

Réciproques des ds^ de courbure constante non nulle. 

rf5« = Ao [p (a? -t- ^) — p( j- — 7 )] dx dy 

-h A, [p(x -+- r H- w, ) — p(;r — 7 -H- wj )] c^J- ^7 
-t- A5[p(a: -+- 7 -h toj) — P(^ — y -^ W2)] dx dy 
-4- A3 [p(ar -h 7 -h (03) — p(j' — 7 -4- (1)3)] c/x éf^. 

Coefficients de transformation [p(2a:), p('27)J. 

C?5* = Ao -r— r- ^ 1 dx dv 

"Lsin«(a?-4-7; ^\\\\x—y)\ -^ 
A| 1 : : I dx dy 

LCOS*(J* -+-7) CO«>2(j?-7)J "^ 

-4- Aj[cos2(a: -+-7) — cos2(j: — 7)] éfa? ^7 
H- A3 [ces 4 (^-4-7) — cos4(a: — yy^dxdy. 

Coefficients de transformation ( -r— ; — > -r— — ) • 

\sin*2a? sin-27/ 

c^5*= Ao[sin4(j"-+-7) — sin l^{x — 7)] ^a: dy 
-+- Ai[cos4(a^-H7) — co5 4(-^ — y)\ dx dy 
H- A2[sin2(iF -4-7) — sin'2(^ ~/)J ^^-^ dy 
-\- A3[cos2(3:' -4-7) — cos2(x —7)] ^/^ ^7. 

Coefficients de transformation ( o, -: ) • 

\ sin»2^/ 

éf5* = Ao ; — , dx dy 

H- Ai[(a7-i-7)« —(^x—yY\dxdy 
-t-A,f(arH-7)^ —{x—yy^Xdxdy 
-4- A3[(ar-H-7)« — i^x — y)^\ dx dy , 

Coefficients de transformation ( — » — ). 

V^- y-l 

ds^ = Aof( j:- -4-7)^ — (^ —yf\ dx dy 
H- A, [{x -^yy—(x—yf] dx dy 
-f- Ai[(iF-+-7)« — (a?-— 7)*] dxdy 
-t-A3[(ar-h7) — (ar— 7)J^x^/7. 

Coefficients de transformation (o, — - )• 
D. — IV. 25 
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7. Si Ton essayait d'appliquer la même remarque aux Tableaux 
des ds^ de révolution, on ne trouverait rien de nouveau ; ces ds^ se re- 
produisent, en effet, les uns les autres par réciprocité, sauf ceux du 
Tableau I qui sont réciproques à des éléments du plan. Les Ta- 
bleaux VI et Vil nous présentent seuls des solutions nouvelles. 

Tous les éléments du Tableau VII sont des formes essentielles, qui 
admettent comme formes singulières les éléments du Tableau VI. 
Sauf toutefois le dernier élément de ce dernier Tableau qui est de ré- 
volution. Ainsi : 

Vil admet comme forme essentielle VII|, 

VIj et VI4 admettent » VIK, 

VI3 admet » VII3, 

VI5 admet » VII4. 

Il est à remarquer que le dernier type VII5 du Tableau VII n'admet 
aucune forme singulière. 

Ces divers résultats s'obtiennent sansdiffîculté; il suffit d'effectuer 
pour chaque ds* la transformation (7) en prenant pour X, Y les ex- 
pressions les plus générales possibles. 

Par exemple, le ds^ VII5 admet les coefficients de transformation 

( o, —1)1 ses variables essentielles sont données par les quadratures 



(20) x'= f^, y-= f 

J 1/ ni J 



dy 



\/'--y. 



changer x\ y' en -— :» -y= est sans importance; nous pourrons donc 

sj ni ^Jni 

toujours supposer que /?i, qui ne saurait être nul, est égal à i. Les for- 
mules (20) deviennent 

(21) x' = x, y = \/7*-4- n, 

en négligeant des constantes additivcs sans importance. Si Ton intro- 
duit ces nouvelles variables dans Xeds^ VII5, on trouve que ses quatre 
coefficients (Aq, A,, Aj, A3) doivent être remplacés par les suivants 
(Ao, Aj, Al — /2 Ao, A3— /2 A,), en même temps que œ^ y par j?', y'. 
Le type n'est donc pas changé et l'on reconnaît ainsi que VII5 est un 
type essentiel, sans type singulier. 

8. Le calcul analogue pour le passage de VIj à VIIi est plus com- 
pliqué; il off're un exemple intéressant de calcul de fonctions ellip- 
tiques. 
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Considérons le type VIIi, on constate que son type singulier VI, 
peut recevoir la forme 

(ai) / ^ -t- ^^1 -t- ^ ^ \ ^±^ 

sin> ^ sin^ ^ cos* — cos^ ^ / ^ 

•I. 2 2 -2 / 

et que, par un choix convenable des variables, on peut aussi Técrire 

(23) — Ti 4- ; r 4- , -: — r ciu dv, 

Ceds^ n'est autre que celui qui a été considéré à la page 2i5 du Tome II. 
11 présente une propriété remarquable qui consiste en ce que, si l'on 
échange entre eux les coefficients Aq, A,, Aj, A^ d'une façon quel- 
conque, le ds^ reste équivalent à lui-même : les transformations cor- 
respondantes effectuées sur les variables u, v forment un groupe de 
substitutions linéaires, savoir 

(w'=av/— 1, v'= t^yZ-i); 



( 



, U-\- \ , V -\-\ 

a = > t' = 



u — I V — \ 



Si, dans le type VII,, on change les invariants ^j, ^3 des fonctions 
elliptiques, ce type reste équivalent à lui-même. Les divers types VII, 
ne diffèrent les uns des autres que par les valeurs des constantes A©, 
A,, A,, A,, entre lesquelles il n'existe aucune relation d'ordre et 
qui interviennent symétriquement. Nous leur donnons le nom d'm^'a- 
riants du ds^. 

9. Si Ton cherche la condition pour qu'un ds- de la forme VII, 
admette pour ses géodésiques une transformation infinitésimale qui 
ne conserve ni les lignes de longueur nulles ni un réseau orthogonal 
de coniques géodésiques, on trouve qu'il faut et il suffit que l'un des 
invariants soit nul, par exemple Aq =: o, et que les trois autres vérifient 
une équation de la forme 

±v/A';=i:/Â;±v/A3 = o 

Tout ds^ réductible à l'une des formes du Tableau VII se trouve 
être représentable géodésiquement (n°597 et suivants) sur un ds^ du 
type VII,, On voit que l'on connaît ainsi tous les types du Tableau VII 
qui admettent des transformations infinitésimales de leurs géodé- 
siques. 

Cette remarque conduit à la solution complète du problème par- 
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tiellement résolu par M. Lie des géodésiques à transformations infini- 
tésimales. 

10. Nous allons actuellement montrer que les Tableaux, formés 
ci-dessus fournissent la solution complète du problème que nous nous 
sommes proposé. 

Il s'agit, au fond, de l'intégration complète de Téquation ûrro. 
Pour les équations de cette nature, Abel propose d'éliminer toutes les 
fonctions inconnues, sauf deux, entre Téquation proposée et celles 
que l'on en déduit par différentiation. Les deux fonctions conservées 
devront dépendre d'arguments différents z et /. En laissant constant 
Tun des arguments, t par exemple, il reste une ou plusieurs équations 
différentielles que doit vérifier la fonction unique de z qui a été con- 
servée. C'est ainsi, par exemple, que l'équation (17) a lieu seulement 
entre Xi et Yi; en laissant j?} constant, nous obtiendrons une équation 
différentielle pour Yj. Mais celte équation est très compliquée. La 
forme simple de l'équation Û == o se prête par contre à une étude di- 
recte des fonctions X, Y, X,, Yj et à leur détermination complète. 

Nous démontrerons en premier lieu que ces quatre fonctions sont 
uniformes dans tout le plan et ne peuvent avoir à distance finie 
d^autre singularité que des pôles doubles à résidu nul. 

Les démonstrations, dans le genre de celle que nous allons exposer, 
exigent des précautions particulières, dont l'oubli enlèverait toute va- 
leur au raisonnement; aussi allons-nous préciser, pour commencer, 
ce que nous entendons par un système de solutions de l'équation i2=:o. 

Les fonctions X, Y, X,, Yj seront avant tout des fonctions analy- 
tiques de leurs arguments, au sens que M. Méray, en France, et 
M. Weierslrass, en Allemagne, ont précisé; c'est-à-dire que, pour 
chacune de ces fonctions, il existera une région du plan affectée, s'il y 
a lieu, de coupures ou de singularités isolées, mais autour de chaque 
point Jo^e laquelle, sauf aux points singuliers, la fonction soit repré- 
sentable par une série entière en ^ — Zq, convergente dans un cercle 
de rayon non infiniment petit. Tel est le cas des intégrales des équa- 
tions différentielles, et tel est par conséquent le nôtre, puisque la mé- 
thode d'Abel permet de former pour chacune des fonctions une équa- 
tion différentielle qu'elle doit vérifier. 

Appelons A^y ^\, <îH.Xj, <^y, l^s régions du plan où sont définies les 
fonctions X, Y, Xj, Yj respectivement. L'équation û := o suppose entre 
les arguments Xy y^ j?i, y^ les relations 

, . x-\- y X — Y 
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il faut donc admettre qu'il existe dans âix une région Sx et dans ^n 
une région S^y telles que si x est dans Sx et y dans S y les points ûCi, 
y^ qui leur correspondent par les formules (2^) sont dans les régions 
^Xt> ^Yt et telles, en outre, que û y est nul identiquement. 

Prenons alors un point x^ dans Sx» "" point y" dans %\ de manière 

à éviter pour x^^ y^ et pour x\ =z -r— > /J = — ^=^^ les positions 

singulières. On pourra tracer autour de x^ comme centre un cercle à 
l'intérieur duquel X est représentable par une série entière en x — x^; 
on pourra même augmenter le rayon du cercle de façon à y laisser 
pénétrer des pôles de X s'il s'en présente, mais en s'arrêtant assez à 
temps pour exclure du cercle toute autre espèce de singularité. La 
même chose peut être dite pour Y, Xj, Yj. 

Les points j;°, y^, x\y y\ sont ainsi les centres de cercles G,G',C,, 
C| de rayons p, p', pi, p',, à l'intérieur desquels les fonctions X, Y, 
Xi, Yj sont respectivement des fonctions uniformes, dénuées de sin- 
gularités autres que des pôles. 

Il faut bien observer que nous ne savons pas a priori si les cercles 
C, C sont entièrement compris à Tintérieur des régions Sx, Sy; mais 
on peut au moins affirmer l'existence de cercles D, D' concentriques 
aux cercles C, C, intérieurs respectivement à ces cercles et aux ré- 
gions Sx, Sy. 

Je dirai que le système des valeurs x, y, x^, y^ appartient au champ 
0(p, p', pi, pj) si ces valeurs vérifient les conditions suivantes : 



i"" Les relations 

__ ^ 

^'1 ^'1 



a? H- y T — y 
0P\ = — 7=^* yi= -' 



2^ Les inégalités 

ki-^?l<pi \yi-y\\<9\^ 

en sorte que les points représentatifs des variables x^ y, j?i, y^ sont 
respectivement intérieurs aux cercles C, C, G|, G'j. 

Présentons quelques remarques relatives au champ C(p, p', p,, p'J. 

Soit x' , y\ x\y y\ un système de valeurs appartenant au champ et 

que nous représentons par quatre points dans les plans représentatifs. 

Sur le segment rectiligne x^x^ je prends un point x tel que le rap- 
port des longueurs — 0— ; = X ; ). est compris entre o et i . De même je 
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prends sur y^ y un point y tel que ^ , = ^, et je pose alors 

— ar-+-y — x — y 

Il est clair que le système des valeurs \x ^ y , ^, , y,) est intérieur 
au champ e(p, p', pj, p',). 

Seconde remarque : Comme Ton exclut le cas où le système des 
valeurs x', y\ j:,, y^ seraient sur la limite du champ, les quatre difie- 
rences 

i^-^M-p, ly-rM-p', 

I x' -x'^ -H y — y^ I — v/2 p 1 , \x'—ro — y' — yo \ — /à ?'i 

sont toutes négatives et aucune n'est nulle. 

Appelons 2& une quantité positive inférieure à la plus petite des 
valeurs absolues de ces diflférences; les expressions 

(25) \x'—x0\-ht—p<O, |y_ jO| -4_6_p'<o, 

, .,, ( I X' - 370 -i- y — j^o I -H 2 6 - v/2 p 1 < 0, 
(25) j 

( k'— ^<^-y— y |-+-2£-v^2p;<o 

sont encore toutes négatives. 

Cela posé, décrivons autour des centres x, y déjà construits deux 
cercles D;^, Dy. de rayon e ; prenons dans D^ un point x et dans Dy un 
point yj posons ensuite 

X -\- y X — y 

V2 V^2 

je dis que le système de valeurs (a:, y^ ^1, Ji) appartient au champ 
On a, en effet, 



X — x^\ = \x — X -\' X — x^\ < \x — x\ -\- \x — X^\y 
mais, par hypothèse, on a 

a^ — ïl <e, \x ^ xAi,\x' ^ x^\. 



donc 

\x—x^\<^\x'—x^\-\-z, 

or le second membre est inférieur à p d'après les inégalités (aS). 
On prouve de même que |j — y*^|<p' et que |j?i — ^î|<pi, 

l/i-JÎKp'i- 
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Nous allons déduire de ces diverses remarques la proposition sui- 
vante : 

La fonction û supposée nulle quand x est intérieur àS^et yàS^se 
trouve nulle dans tout le champ 3(p, p', pi, pj). 

/*•' _i_ 1/' -y' — 1/' 

En effet, soit x\ y', x\ := > jj = — — — un système de va- 

leurs pris dans le champ et e le nombre positif dont il vient d'être 
question. 

Je divise le segment x^x^ en m segments égaux, et de même le 
segment j-y. J'appelle 

O^O or»I ^î nf^Ul — 1 'y»' 

les points de division et je suppose m assez grand pour que la distance 
de deux, points consécutifs soit, pour les deux segments, moindre 
que e. J'observe que, d'après la première remarque, le système de 
valeurs 

X^ -h V' y X^ W 

/•2 V^-2 

est intérieur au champ C(p, p', p,, Oj). De plus, d'après la seconde re- 
remarque, si l'on décrit les cercles D^p-, D^. de centres a:', y* et de 
rayon e, un point x pris dans D^-i et un point y pris dans D^; défi- 
nissent un système de valeurs a:, y y x-^^ y^ intérieur au champ. 

Cela posé, nous aurons d'abord un cercle D^o et un cercle D^o de 
centres ^°, y^. Ces cercles sont concentriques aux cercles D, D' déjà 
définis et à l'intérieur desquels la fonction Q est nulle. 

Si donc D et D' comprennent D^», D^o, la fonction û est nulle dans 
ces deux derniers cercles, c'est-à-dire, si x est pris quelconque 
dans D^o et/ quelconque dans D^o. Par contre, si D^-o et D^o sont l'un 
ou l'autre (ou bien l'un et l'autre) plus grands que leurs cercles con- 
centriques D, D', la fonction H qui se trouve nulle dans D et D', c'est- 
à-dire dans des portions finies de D^» et de D^-», et qui de plus est 
uniforme dans ces cercles devra être nulle dans toute leur étendue. 
Ainsi, dans tous les cas, û est nulle dans les cercles D^o, D^o. 

Passons aux cercles D^;», Dy. La fonction û est encore une fonction 
uniforme de x^ y dans ces deux cercles ; de plus, elle est nulle dans les 
portions finies que ces cercles ont en commun avec les deux précé- 
dents (la distance des centres étant plus petite que la somme des rayons 
qui sont du reste égaux); donc la fonction 12 est encore nulle quand x 
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est pris quelconque dans D^.! et y quelconque dans Dy«. On continuera 
ainsi de proche en proche jusqu'aux derniers cercles D^-, Dy*. 

La fonction Q sera nulle dans ces deux cercles et, en particulier, 
au point (a:' y y'), ce qui démontre le théorènae. 

Il est maintenant facile de déduire de ce théorème la proposition 
fondamentale que nous avons en vue. 

Désignons par (Tj la plus petite des quantités p^, p\ et appelons E un 

cercle, concentrique au cercle C, de rayon ^ cji ; appelons aussi E' le 

cercle concentrique au cercle C et de rayon (y/2 — r ) ^i« 

On constate aisément qu'il suffit que x soit dans le cercle E et y, 
dans le cercle E' pour que les points ^1= — — ^, /i= — =^ soient 

/2 " ^2 

intérieurs respectivement aux cercles Ci et C\. On a, en effet, par 
hypothèse, 

donc a fortiori 



ou 

^ — ^0 . y—yo 



Xi — :rî I = 



/â y/ 



<ffi^pi; 



on prouve de même que \ yi — y? | < pi • 

Prenons alors y', y", y", trois positions de y, dans le plus petit des 
cercles concentriques C, E' et x dans le plus petit des cercles con- 
centriques G, E. Les trois systèmes de valeurs 

a?, y, jr—y --— > 

V/2 ^'1 

v/2 ^2 

sont intérieurs au champ 8(p, p', pj, pj), car il suffit que j:, / soient 
intérieurs à E, E' respectivement pour que ^j, /i soient intérieurs 
à Cl, G',, 

Désignons par/(j7, /) la fonction û; nous sommes en droit de 
poser les équations 

f{x, y) = 0, f{x, y) = 0, f{x, y'") = 0. 
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Ce sont là trois équations linéaires X, X', X", qui pourront être 
résolues par rapporta ces quantités, si un certain déterminant S n^est 
pas nul. Réservons ce cas; nous aurons, en particulier, 



X = 3i(x), 



2 



fx -V 

où S{. est composé rationnellement avec les fonctions X,j — - 

-•{"if} H'if} ^■(^^)- M^)' ^{^ 

Y(/), Y(/'), Yiy") et leurs dérivées. Si donc on laisse /,/', f 
constants, si{x) est une fonction uniforme de a: en même temps que 
les six. premières de ces fonctions, c'est-à-dire, eu égard au choix 
dey', j", ^^, tant que a; reste intérieur au cercle E. La fonction «!fl(j:) 
est donc uniforme et dénuée de points singuliers autres que des pôles 
dans tout le cercle E. 

Il y a deux cas à distinguer : 

I*» Le cercle E est intérieur ou égal au cercle C ; nous sommes alors 
en droit d'écrire 



>7 



2° Le cercle E est extérieur au cercle C; la fonction X est uniforme 
dans le cercle C et égale dans tout ce cercle à une fonction Si(x) que 
nous savons être uniforme non seulement dans le cercle C, mais 
encore dans le cercle plus grand E. La fonction A{x) permet donc de 
prolonger la fonction X dans tout le cercle E. Reste à savoir si cette 
fonction ainsi prolongée vérifie bien encore Téquation û 1= o. 

Nous voyons bien que le rayon d'uniformité p de X peut être rem- 
placé par le rayon plus grand ^cT}, mais nous ne savons pas si Q est 

nulle dans le champ G( ? ci,, p', pi, pj ). Or, c'est à quoi répond le 

théorème qui a été établi plus haut. En vertu de ce théorème, la 
fonction û, qui est déjà nulle autour de a?°, y^j doit l'être encore dans 
tout le champ d'uniformité des fonctions X, Y, Xi, Yj. 

En résumé, nous voyons que, si p est plus petit que ^dj, la fonc- 
tion X, qui vérifie l'équation S2 = o, est susceptible d'un prolonge- 
ment analytique dans l'intérieur d'un cercle de rayon ^ d, sans cesser 
de vérifier l'équation; nous pouvons donc écrire dans tous les cas, 
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p étant le rayon d^uniforniité de X, 

On prouvera de même qu'on peut prolonger au besoin la fonction Y 
de manière à avoir 

et cela sous le bénéfice de Thypothèse qu^un déterminant analogue 
à S, et que j'appelle 11, ne soit pas nul. 

Maintenant, la symétrie de Téquation û = o nous prouve que Ton 
peut permuter dans les raisonnements les couples de variables a?, y 
et .^1, Ji ainsi que les couples de fonctions X, Y et X,, Yj. Puisque, 
dans Tétat actuel, on a 

en désignant par a la plus petite des quantités p, p', on prouvera que 
Ton peut prolonger X,,Yi de manière que les nouveaux rayons de 

convergence pi, pj de X,, Yi soient au moins égaux à ^(j, c'est-à-dire 

au moins égaux à (^1 Œi, car d est au moins égal à 4 <ïi. Si Ton dé- 
signe par (jj la plus petite des quantités pi, p'j, on aura donc 

Si Ton répète indéfiniment ce raisonnement en prolongeant tour à 
tour le couple X, Y et le couple Xi, Y,, on voit que les nombres ci, cii 
croissent indéfiniment, c'est-à-dire que les fonctions X, Y, Xj, Yi, 
ont autour de x^^ j®, x\y y\ des rayons d'uniformité infinis*. Les for- 
mules qui servent à prolonger les fondions nous apprennent de plus 
que nos quatre fonctions n'ont, à distance finie, d'autre singularité 
que des pôles (*). 

Il y a un cas où la démonstration précédente tombe en défaut, c'est 
celui ou l'un des déterminants S, II ou bien l'un des deux détermi- 
nants analogues Sj, Hj relatifs aux fonctions Xj, Y} serait nul. On 
constate que la raison de symétrie et le changement de /en — y per- 
mettent de s'en tenir au cas où c'est S qui est nul. Or S = est une 



(^) Ce théorème et sa démonstration sont susceptibles d'une extension que j'ai 
énoncée dans les Comptes rendus. 
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équation facile à discuter et le résultat de la discussion est que le 
théorème ne cesse pas d'être vrai. 

11. Les pôles des fonctions X, Y, Xj, Yi possèdent des propriétés 
déterminées que nous allons démontrer. En premier lieu, on a ce 
théorème : 

Tout pôle a de toute fonction X, Y, X|, Yj est double et le résidu 
qui lui est relatif est nul, en sorte que^ dans le voisinage du pôle a 
la fonction possède la forme 

'^ Eiz-a), 



(--«)- 



où E{z — a) représente une série entière en z — a. Pour démontrer 
ce théorème pour la fonction X on posera, m étant Tordre du pôle 

X(a7)= — A^"— + ^'"-' ^ -4-...-H-A?_^,E(a7-a), 
^ (x — ay» (J7~a)"*-» x — a ^ " 

où E ( j? — a ) est encore une série entière en j? — a ; en portant cette va- 
leur dans û, on aura un résultat de la forme 

il = ^'-^-^ + ^'-^l 4.. . .^ ^^ ^ _J!l_- ^ E(^ - a). 
Comme Û doit être nul, il faut, avant tout, que Ton ait 

* w+2 = P/w-f-l = . . . = Pj = Pi = 0, 

et notons, en passant, que ces conditions expriment seulement que 
Û reste fini, quel que soit y, pour j? =: a. 
Or on trouve tout d'abord 



P;„4-î= /n(/?n-i) 



*-[K^)-H^)] 



ce qui donne la condition très importante 



On trouve ensuite 



Si la quantité entre crochets est nulle, on voit, d'après le résultat de 
la difTérentiation de Féquation (a6) que X,, Yj sont constants. Le ds* 
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est celui du plan; or sur le ds^ du plan, le théorème se vérifie {voir 
le Tableau III). Ce cas exclu, il reste donc 



m — 2 = 0, 



le pôle est double. 

En outre, on trouve pour P;„, c'est-à-dire Pj, cette expression 

-•=-7t[''''(^)-M^)]^ 

donc Pj=:o nous donne Ai=io, en mettant de côté le cas du plan 
pour lequel, du reste, le théorème est vrai. Quant à P,, il se trouve 
nul de lui-même. 

Le théorème est donc démontré et, en outre, nous pouvons ajouter 
que, si, pour un pôle double a, à résidu nul, deX{x) a lieu la rela- 
tion (26), la fonction Q. reste finie d'elle-même pour x ■=^a, quel 
que soit y. 

Ajoutons que Ton prouve les mêmes propositions pour les fonc- 
tions Y, Xj, Yj. Par exemple, si b est un pôle de Y, on doit avoir 
Féquation analogue à (26), 

''.(^)-v.c-^)=- 

L'existence de plusieurs pôles entraîne la périodicité. En partant de 
l'équation (26) ou de l'équation (27) on prouvera les théorèmes sui- 
vants : 

Si a, a' sont deux pôles de X ou deux pôles de Y, V expression 
v/2(a — a') est une période des fonctions Xj et Yi. 

Si a est un pôle de \ et b un pôle de Y, les fonctions de z 

sont paires. 

Si zéro est un pôle de Y, les fonctions lL^{z), Yi(j5) sont iden- 
tiques. 

Ce théorème est curieux, car il caractérise les formes de Liouville du 

type 

\^{x -^r y) — ^{x ^ y)\dx dy. 

Il est clair que dans ces divers théorèmes on peut permuter les 
couples de fonctions X, Y et Xj, Yj. 
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12. Je vais montrer l'usage que Ton peut en faire pour déterminer 
toutes les solutions doublement périodiques de Inéquation û = o. 
Il résulte d'abord des théorèmes ci-dessus que, si a, a', a" sont trois 

pôles de X ou trois pâles de Y tels que le rapport -^ ne soit pas 

un nombre commensurable, les fonctions Xi, Yj, X, Y sont double» 
ment périodiques. 

En effet, les fonctions Xj, Y|, uniformes dans tout le plan, admet- 
tent comme périodes y/a (a' — a), y/2 (a" — a); ces expressions étant 
incommensurables entre elles, Xj, Y^ sont des fonctions doublement 
périodiques. 

Ces fonctions admettent nécessairement des pôles, soient ai un pôle 
deXj etto, o)' un couple de périodes primitives de X^; comme aiH- o), 
a, -h 10' sont encore deux pôles de Xj, il en résulte que 

v/2[(ai-f- to) — ai]=]/Z(ù et /aw' 

sont des périodes parX, Y qui sont, dès lors, aussi doublement pério- 
diques. 

11 convient d'observer qu'on peut ajouter, sans inconvénient, à ^, y y 
des constantes arbitraires sans changer l'aspect des fonctions X, Y, 
X,, Yj. Nous profiterons de cette remarque pour amener X et Y à 
avoir zéro comme pôle. Dans ces conditions les fonctions Xj, Yi sont 
identiques et de plus sont des fonctions paires. Posons alors 

On constate que, si to est une période pour Xi, w y/2 est une période 
pour F(^). 

L'avantage de ces notations est d'amener F, X, Y à avoir les mêmes 
périodes. 

Soient a, a',»", ... les pôles de X, autres que zéro, b,b'yb'\,., les pôles 

de Y. Les expressions telles que V^«, ^2b sont des périodes pour Xj; 
donc 2a, 2a', . . ., 26, 26', . . . sont des périodes pour F(5). 

Désignons par 2to,, 2to, un couple de périodes primitives de F (5), 
nous devrons avoir des relations de la forme 

2a=2m 0)1 -4-2/1 (Oj, 2b = 2p oii-h 2q (Oj, 

2a' = 2/n' (»ii-h2n' tiiiy 26' = 2/?' (i)| -h 2^'l02, 

2a''= 2/n*a>i-H 2/1" Wj, 26'= 2/?''a), -h 2y'a>2, 



î 



398 NOTES ET ADDITIONS. — NOTE II, PAR M. KQENIGS. 

OÙ m, /i, m', n', , . , ', p, q, /?', ç'', . . . sont des nombres entiers. I-»es 
quantités a^ a', . . . , 6, b'^ ... sont donc de la forme générale 

fjLWi -4- va)i, 

011 (JL, V sont des entiers; or, à des multiples près des périodes, les 
expressions de cette forme sont égales à Tune de ces quantités 

O, (Di, 0)2, 0)3, 
oïl 0)3:= — (^1-+- ^î)' 

Soit maintenant Ui un pôle de Xp 

Comme 2 ~; 2 — ?r sont deux périodes primitives de Xj, il en résulte 

y9. y 2. 

que y^ {ai-+-2--L) — flr, 1= 20), et 20), sont des périodes pour X 

et Y. 

Ainsi X et Y admettent toutes les périodes de F. 

Nous pouvons maintenant construire l'expression générale de X, Y 
au moyen de la fonction p{z), qui admet 20)4, 20), pour couple de 
périodes primitives. 

Dans le voisinage de son pôle zéro, X a la forme -^ -\-E{x)\ les 
autres pôles de X sont congrus à Tune des quantités o)}, o),, 0)3 ; dans 

le voisinace de o); X aura donc la forme — - h-E(^ — oyA: 

on prendra A,:=o si o)/ n'est pas un pôle. Formons alors Texpression 

X — Ao j)(^) — Al p(x -4- 0)1 ) — Aj p(x -h oij) — A3 p(x -+- 0)3), 

qui admet les périodes 20)1, 20)2, qui est uniforme dans tout le plan 
et, grâce au choix des coefficients, n'a plus de pôles à distance finie. 
Cette fonction ne peut être qu'une constante. On a donc 

X= Aoj)(.r)-h A,p(a7-+-o)i)-{- A2p(;r-i-o)j)-+- A3p(j:-ho)3)-h Ai, 
Y = Bo p(y) -+- B, |)(7 4- o)i) + Bj p(y -h o)j) -+- B3 p{jy -h 0)3) + B^. 

Nous construisons de môme la forme générale de F (-3). Si k est un 
pôle de F(c), — est un pôle de X, et Ton a dès lors, d'après un théo- 
rème déjà démontré, 




= Y 
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OU plus simplement^ t étant l'argument variable, 

(28) \(t) = X(k—t), 

Les pôles de X, Y sont congrus à Tune des quantités o, coi, w,, to,; 
ceux de X{k — /) sont donc congrus à Tune des quantités 

A:, k — a>i, k — 102, k — 0)3. 

L^identité précédente exige donc que k lui-même soit congru à o, 
(I),, a>x ou (1)3. Donc, tout pôle kde¥{z) est congru à Tune de ces quatre 
quantités et Ton en déduira, comme pour X, Y, cette forme générale 

deF(5), 

F(z) = Lop(<5)4- Li p(z-\-(tii) 4- Lzpiz -h bii)-\- L3 p(3-f-a>3) 4- L^. 

Ayant ainsi la forme générale de X, Y, F, la coordination des ré- 
sultats n^ofTre plus aucune difficulté. 

On remarque d'abord qu'on peut supposer toujours L^ différent de 
zéro; alors X, Y sont deux fonctions identiques, paires. 

Si Li, L,, L3 sont nuls, on a les ds^ de courbure constante et X, Y 
vérifient l'équation quelles que soient les constantes Aq, Ai, A,, Aj, A4. 
Si, outre Lq, Lj est aussi différent de zéro, on constate que l'on doit 
avoir 

('19) X(0 = Y(;-+-a>0, 

par application au couple des fonctions X, Y et au pôle <i)i de F (5) du 
théorème exprimé par l'équation (28). L'équation (29) s'écrit 

Aop(0 -^ A, p(f H- a>i) -f- Ajp(f4- wj) 4- Aspf/ -M03) 

= Aoj)(/-f-a)i)-f- A|p(<-+-'2to,)-+- A2p(/-f-toi-+- 102) -H A3 p(< 4- 0)1-4-0)3) 

ou encore, eu égard à la relation o)i-f- 0)34- ^3 = o, 

= Aop(<-h(Di)-+-Aip(0-+- A2p(^-+- 0)3) 4- Asp(/ 4-0)2), 

ce qui exige seulement Ao= i , A2^= A3. On retrouve le type essentiel 
de révolution. 

Enfin, en supposant Lq, Li, L2 différents de zéro, on trouve qu'il 

faut avoir 

Y(0 = X(^-+-o),), Y(0 = X(< 4-0)2), 

et le même calcul que ci-dessus donne Ao=A, = A2=A3; nous 
trouvons donc le cis^ réciproque du ds^ à courbure constante; 



400 NOTES ET ADDITIONS. — NOTE II, PAR M. KGENIGS. 

attendu que 

Ao[p(0-^P(^-+- Wi)-l-|)(<-ha)2)-^p(<4-i03)] = i-^p(2 0- 

4 

Ainsi, il n'y a pas d'autres solutions doublement périodiques que 
celles qui ont été déjà obtenues. 

13. Les solutions simplement périodiques ou rationnelles s^ob- 
tiennent par un procédé analogue. 11 importe toutefois de remarquer 
que Ton peut s'en tenir à la recherche des types essentiels, ce qui 
simplifie déjà considérablement le problème. 

Nous laisserons même de côté les ds*' de révolution ou à courbure 
constante, qui ont été déjà obtenus. 

Prenons une forme essentielle de notre ds^^ soit X(j;) un coeffi- 
cient de transformation de ce ds^\ la variable Ç, définie par la qua- 
drature 

sera une variable essentielle, et si Ton pose S(Ç) = r^ 7, S(0 sera 

A. —H h, 

un coefficient de transformation d'une autre forme essentielle du 

même ds^. 

Mais, d'après ce qui a été dit des formes essentielles, l'aspect analy- 
tique des fonctions S($), X(a7) doit être le même; elles seront en 
même temps périodiques ou rationnelles. 

En partant de là on parvient à démontrer que tout coefficient de 
transformation d'une forme essentielle a l'une des formes suivantes, 
en faisant abstraction des solutions doublement périodiques : 



1<> 


Ou 


bien 


une 


constante; 


2« 


Ou 


bien 






3» 


Ou 


bien 


ï 


^ • 



sin^a; 

11 est ensuite facile de coordonner les résultats et d'établir qu'il 
n'existe pas de solutions en dehors de celles qui figurent au Ta- 
bleau VIL 

ii. Je terminerai en faisant connaître un mode de représentation 
sur le plan des géodésiques des surfaces qui nous occupent et dans 
lequel ces géodésiques ont pour images les coniques d'un réseau tan- 
gentiel. 
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Si l'on considère le ds* contenu dans la formule 

^'°> LG(x) G(^)JLG(^) G(^)J' 

où F( j?), G{x) sont deu\ polynômes du quatrième degré, en essayant 
de le mettre sous la forme 

[^{x -^y) — ^{x^y)] dx dy, 

on se trouve amené par la discussion aux diverses formes du Ta- 
bleau VIL Cela résulte d^ailleurs facilement du principe de récipro- 
cité que nous avons appliqué aux ds^ de courbure constante pour 
former le Tableau VII. 

Or, il résulte de la forme (33) dun<» oSi [111, p. ii] que les géodé- 
siques de ce ds'^ auront Téquation finie que voici : 

(31) / - — ^ -4- / ^ =rnn«;r., 

où p désigne une constante arbitraire. 

Considérons dans un plan la conique C, représentée par Téquation 

Yî— 4XZ==o; 

on vérifie cette équation en posant 

X = /«, Y = 2/, Z = i. 

Si d'un point M(X, Y, Z) on mène les deux tangentes à la conique, 
les valeurs du paramètre ^qui correspondent aux deux points de con- 
tact étant désignées par x^ y, on trouve aisément que X, Y, Z s'ex- 
priment en Xy y par les formules 

(32) X = :rj^, \=x-hy, Z = i. 

Les paramètres x, y constituent un système de coordonnées du 
point M qui a été considéré pour la première fois par M. Darboux 
dans son Ouvrage Sur une classe remarquable de courbes et de sur^ 
faces. Nous allons introduire ces coordonnées dans la représentation 
des géodésiques. 

Rappelons d'abord comment l'équation d'Euler s'intègre par le 
moyen d'un faisceau tangentiel de coniques. Soit l'équation d'une 
conique 

AX«-h A'Y»-h A'Z«-+- 9BYZ -+- iB'ZX -+- iB'XY = o; 
D. — IV. ?.6 
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si Ton y remplace X, Y, Z par leurs expressions ( Sa ), on trouve Téqua- 
lion en coordonnées x^ y de celle conique 

Introduisons les nolalions de la forme adjointe 

a=A.'A''— B', a'=A'A-B", a'=AA'-B"*, 

6 = B'B'— AB, 6'=B'B — A'B', 6'= BB'- A'B"; 

faisons en ou Ire 

H(ar) = [B'a:»-h(A'-+-B').r-hB]»— (Aj-'-f-o.B'jr + A'XA'^ï-haBor-hA') 
= — a" x'*-\- 'ibx^ — (a'-+- 2 6')ar'-h 9,b''x — a. 

On trouve alors que Téquation cp(j7, y)=i o peut s'écrire 



i (?)■-<"• 



Mais, réqualion étant symétrique en a: et j, on pourra écrire aussi 



i(ê)'-'<^'- 



4 

Cela posé, concevons que le point M (a?, y) décrive la conique re- 
présentée par réqualion o = o, nous aurons 

dx 4r 

c'est-à-dire, eu égard aux équations ci-dessus, 

dx dy 



ce qui est Téquation d'Euler. 

Prenons réciproquement une équation d*Euler quelconque 

(33) =±-T — ^— :=o; 

// j:^ -H ma?' -i-nx^-hpx-^p yiy^ -+- m^' -h /ij^« -^A^' "^ V 

si on ridenlifie avec l'équation précédente, on trouve 

«' = -—/, a= — q, «'-h 9, 6' = — /i, 26 = m, 2^' = />, 

et nous trouvons ainsi que Téqualion (33) est vérifiée en tous les 
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points (wT, y) de la conique dont Téquation tangentielle serait 
(34) -(ç£«H-/2;«-mr,2; + /i«-/>ÎYi)+a'(Yiî-?0=o. 

Comme il figure dans cette équation une constante arbitraire a', on 
peut en conclure que les coniques contenues dans cette équation tan- 
gentielle fournissent l'intégrale générale de Téquation d'Ëuler pro- 
posée. 

Il faut observer que les coniques dont (34) est Téquation tangen- 
tielle forment un faisceau tangentiel de coniques dont fait partie la 
conique C. Les coniques de ce faisceau sont donc inscrites dans un 
quadrilatère circonscrit à la conique C ; les paramètres des points où C 
est touchée par les côtés de ce quadrilatère û\e sont les racines de 

Téquation 

H(0= //^-H mt^ -h nO-\'pt -h ç = o. 

Appliquons ceci à Féquation d'Euler (3i) qui donne les géodésiques 
du fife* (3o). Si Ton fait 

F(/)= If* -^ mO -^ nt^ H- pt -^ q^ 
G{t)= l't^H- m't^-hn't^-hp't -h q\ 

et si Ton regarde p comme donné, il faudra dans Téquation (34) 
remplacer / par Ip -+■ /', m par mp ■+- m', . . . , ce qui donnera 

_(ç{2 _H/;«_,,,r,;-^/iît -/>U)P 
-(g'V-^n'-rn'rX-^n'lii^p'^in) 

-^«'(^-{0=0. 

On obtiendra ainsi, quand p, a' prendront toutes les valeurs possibles, 
un réseau tangentiel de coniques; et chaque conique de ce réseau, 
rapportée aux coordonnées j?, y autour de la conique G, fournira une 
solution de Féquation (3i). Nous nous trouvons donc avoir représenté 
sur le plan, point par point, la surface qui admet le ds^ (3o), de sorte 
que les géodésiques ont pour images les coniques de ce réseau tan- 
gentiel. 

Nous nous bornerons ici à signaler les résultats suivants : 

Si les coniques du réseau sont inscrites dans un triangle fixe, le 
ds* (3o) a sa courbure constante. 

Ce théorème est en relation étroite avec cet autre déjà connu que 
les surfaces de courbure constante peuvent seules avoir des droites 
comme images de leurs géodésiques sur un plan. 

En effet, les coniques inscrites dans le triangle X=:o, Y=o, Z=o 
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ont cette équation générale 

Xy^ -f- ;jl/Y -h V /Z = g, 
et il suffît de la transformation ponctuelle 

X'=/X, Y'=v^Y, Z'=v/Z 

pour transformer ces coniques dans les droites du plan. 

Supposons maintenant que les coniques du réseau représentatif 
touchent deux droites fix.es; dans ce cas le ds* (3o) convient à une 
surface de révolution. 

A. regard des ds^ de révolution à intégrales quadratiques, le lecteur 
démontrera facilement la proposition suivante, que Ton pourrait 
presque attribuer à M. Lie, tant ce géomètre s'en est approché : 

Tous les ds^ de révolution à intégrales quadratiques sont repré- 
sentables géodésiquement les uns sur les autres. 

Les ds^ à intégrales quadratiques qui ne sont pas de révolution 
donnent lieu à un théorème analogue; chacun est représentable géo- 
désiquement sur un ds'^ réductible au type VIIi. 
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NOTE III. 



SUR LA THÉORIE DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 

DU SECOND ORDRE, 



Par m. E. COSSERAT. 



1. Dans le Mémoire présenté en 1870 à TAcadémie des Sciences et 
dont il a été question [II, p. 53], M. Moutard s^était proposé « Pétude 
minutieuse de la forme la plus élémentaire dont soit susceptible Pin- 
tégrale générale des équations aux. dérivées partielles du second ordre 
à deux variables indépendantes, à savoir : celle qui consiste en une 
relation unique entre les trois variables, deux fonctions arbitraires de 
quantités distinctes formées explicitement avec les trois variables, et 
les dérivées en nombre limité de ces fonctions arbitraires, les arbi- 
traires n^entrant d'ailleurs sous aucun signe d'intégration ». 

La première Partie de ce Mémoire avait pour objet de démontrer 
que Pon peut former toutes les équations aux dérivées partielles du 
second ordre et à deux variables indépendantes, susceptibles d'ad- 
mettre une intégrale générale de cette espèce élémentaire, dès que 
Pon sait trouver toutes les équations linéaires du second ordre, de la 
forme considérée par Laplace, qui jouissent de la même propriété. 
M. Moutard énonce le résultat suivant : 

Celles des équations cherchées qui ne sont réductibles, par un 
changement de variables, ni aux équations linéaires de Laplace, 
ni à l'équation de Liouville, sont toutes, en exceptant deux cas 
particulièrement simples, réductibles à la forme 



dx dy dx ày 

oiiKet^ sont des fonctions des seules variables indépendantes 
assujetties elles-mêmes à vérifier certaines conditions; de plus, V in- 
tégration de cette équation peut être ramenée à dépendre unique- 
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ment de celle d'une équation linéaire de la forme considérée par 
Laplace^ à savoir : 

d^z d loffA dz . ^ 



dx dy Ox dy 

L'exposition suivante, où l^on a mis à profit, en plusieurs points, 
des indications précieuses de M. Darboux, constitue le développement 
de cette proposition. 

2. Remarquons d'abord que si Tintégrale générale de Téquation 
proposée est déterminée par une équation de la forme 

F[^»r» -55, ?l(w), ?î(w), ..., ^m(u), ^x{v), ^t{y\ ..., ^„(t')] = 0, 

où £/ et (> sont deux fonctions données et distinctes de x^ /, z et où cpi 
et ^1 sont deux fonctions arbitraires dont les dérivées successives sont 
désignées par «p,, <p3, . . ., ?m et par <J/j, «J/j, . . ., ^n^ on peut effectuer 
un changement de variables consistant à prendre u^\.v pour nouvelles 
variables indépendantes; il nous suffira donc de chercher toutes les 
équations du second ordre admettant une intégrale générale de la 
forme 

(0 z =/(^, y^ «1* «î, . . . , «m, Pi, Pî, . . . , P/i), 

OÙ a, désigne une fonction arbitraire de x dont les dérivées successives 
sont désignées par a„ «j, ... et où pj désigne une fonction arbitraire 
de/ dont les dérivées successives sont pj, p,, .... 

Il est clair que Texpression (i) ne peut vérifier une équation du 
second ordre que si cette dernière ne contient pas les dérivées r et ^ 
de z et est, par suite, de la forme 

(2) s-\-fj^{x,y, z,ps q) = o. 

Cherchons donc à déterminer toutes les équations de la forme (2) 
admettant comme intégrale une expression de la forme (i); et, à cet 
effet, substituons cette valeur {1) de s dans Téquation (2). 

Convenons dès maintenant de la notation suivante : 6 étant, d^une 
façon générale, une fonction formée avec a?, y y «i, Pj et des dérivées 
de ces deux dernières, nous désignerons par 

rfO rfe rf^ rf«0 rf»0 
dx dy' dx^* dx dy' dy^ 

les dérivées successives de 0, prises en ayant égard aux différentes 
fonctions a^, p^ qui y figurent. 
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Nous aurons, pour les dérivées p, q, s de la fonction z définie par 
Téquation (i), les valeurs suivantes : 



P = 



^ df ^ àf _v àf 






' - d^d^ = dFdJr -^Zi d^i *'-^* ^Zk 5^ ^'^' ^Zi,k d^k "'^* P"^^* 

Si Ton substitue dans Téqualion (2 ) et si Ton a égard aux deux dé- 
rivées «m+i, ^n-hi qui ne figurent pas dans (i), on voit que l'équa- 
tion (2) doit être de la forme 

(4) s -h ppq -h ap -h bq -^c = 0j 

p, a, b, c désignant des fonctions de x, y, z. 

Si Ton prend comme nouvelle inconnue, au lieu de z^ une fonction 6 
de Xy y y Zf assujettie uniquement à vérifier la relation 

^ _ ^/p ''' 

Téquation définissant sera encore de la forme (4)) mais ne contiendra 
pas de terme en pq] elle admettra une solution de la même forme que 
Téquation (4) et réciproquement. 

Il nous suffit donc, pour avoir la solution de .la question posée, de 
déterminer trois fonctions a, 6, c de a?, y, z telles que Téquation 

(5) s-^-ap-^-bq-k-c^o 
admette une solution de la forme (i). 

3. Substituons les valeurs (3) de />, ^, 5 et annulons les coefficients 
de «/n+i, Pn+i, «m+iPrt+i; nous obtenons les trois relations 

(7) T-i »- Â — 3Ô- Pî-^...-+- 35 -m ?/»-♦- «T^ =0» 



dont la première doit être identique et dont les deux dernières doivent 
être vérifiées lorsque Ton a remplacé z par /dans a et b. 
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La relation (6) exprime que -r^ ne renferme pas p„ et que -ri- ne 

renferme pas a;„ ; les relations (7) et (8) nous prouvent donc que, 
lorsque Ton a remplacé z par fy a dépend linéairement de ^^ ^^ ^ 
linéairement de a,„; nous sommes ainsi conduits à différentier ces re- 
lations respectivement par rapport à P;» et à a^. 

Différenlions (7) une première fois par rapport à p„; il vient, en se 

rappelant que f- ne renferme pas ?„ 

Diflerentions de nouveau par rapport à p,,; ■—— n'étant pas nul, il 

vient 

d^a ( df y ()a 0\f _ 



i X à^a ( àf 



-h -.- -TTT = O. 



/ 'oz 0% 



Cette dernière relation est identique, si a ne dépend pas de z\ c^ 
cas à examiner étant supposé écarté, Texpression 



ù'^a ùa 



doit, après la substitution de ;;, être égale à 

0^1 



(4J 

et, par suite, ne pas dépendre de a;„; elle doit donc être indépendante 
de Zy et Ton a alors deux cas à distinguer suivant que sa valeur est 
nulle ou non. 

D^ailleurs, ce que nous avons dit pour a se répète pour 6; il suffit 
de prendre la relation (8) pour point de départ au lieu de la rela- 
tion (7); on obtiendra, en difTérentiant par rapport à «;„, les relations 

ù^f ùb df df 

^^ .i- A^ .xQ — "» 



d^où résultent pour b des conclusions analogues à celles obtenues 
pour a. 

Les deux fonctions a et ^ ne peuvent donc être que de Tune des 
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trois formes suivantes : 

(I) me^^-hn, 

(II) mz-hrif 
(IIÏ) m, 

Ci), m, n désignant des fonctions des seules variables x et y. 

Il reste ainsi, pour avoir toutes les solutions de la question, à asso- 
cier ces trois formes deux à deux et à examiner les différents cas qui 
peuvent se présenter. 

4'. Supposons que a soit de la forme (I); nous allons établir que b 

ne peut être que de Tune des formes (I) et (111). 

Soit, en effet, 

a = me^*-h n. 

La relation (lo) s'écrit 
d'où l'on tire, en intégrant, 

/, désignant une fonction qui, d'après la relation (6), ne dépend pas de 
«,„ et qui ne peut, par conséquent, renfermer que ^z?, /, «i, ..., «m-t» 

Substituons la valeur (12) de -^ dans la relation (8): il vient 

dp» 

Or, la relation (ta) exprimant que 



b) 



ne dépend pas de P;,, il résulte de (i3) que l'expression 



(()Ioga)\ 



lorsqu'on y a remplacé z par /, ne dépend pas de p» ; cette expression 
est donc une simple fonction de a? et / et nous avons deux cas à dis- 
tinguer suivant qu'elle n'est pas nulle ou suivant qu'elle est nulle; h ne 
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peut donc être, comme nous Tavions annoncé, que de la forme (I) ou 
de la forme (III). 

5. Supposons d^abord que b soit de la forme (I); il résulte de ce 
qui précède que Ton aura 

où 

dlogb) 



Nous pourrons y adjoindre 



c^loj'a) 
71= '^ 



car on peut répéter sur b le raisonnement fait précédemment sur a; 
la relation (i i) conduit à la suivante : 



analogue à (12) et dans laquelle /i ne renferme ni a^f ni p„; la re- 
lation (7) devient alors 

d'où résulte que 

ne dépend pas de z. 

L'équation (5) est ainsi, dans le cas actuel, de la forme 

m, mj, o) désignant des fonctions de j? et / et c une fonction 
cie ûc ^ Yy z» 

Si Ton prend comme nouvelle inconnue a>^, on a une équation du 
type suivant 

OÙ A et B sont des fonctions de a? et / et où C est une fonction de Xy 
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Cette équation doit admettre une solution de la forme 



06) 


^ = logg+/„ 


en posant 




(17) 


Xl=am+/l, Ki = P«-l-/j, 



et en désignant par /,, /j, /, des fonctions de ^, y, «n . . ., at/n-D 
Pi, ... 1 P/i— !• 

Les relations (i3) et (i4) deviennent d^ailJeurs 

(.8) ^:P=-Be-^ 

(.9) ^' =-A«^ 

d^oii résulte que, si Ton différentie la formule (i6), il vient 

dxdy dx dy ~~ dx dy 

La condition pour que la valeur (i6) de^ satisfasse à Téquation (i5) 
est donc que Ton ait 

après la substitution de z dans C. 

Le second membre de (20) ne peut être que de la forme bilinéaire 
par rapport à «,„, p„; la fonction C est donc indépendante de 2, 
puisque, dans le cas contraire, le premier membre de (20), après 
substitution de 2, dépendrait de ^^ et ^^ en tant que fonction du 
rapport 

Kl ^ h±l\ . 

C étant une simple fonction de x et y^ il en résulte que /, est une 
fonction déterminée de a: et y, ne dépendant ni des fonctions «(, pi, 
ni de leurs dérivées. Prenons comme nouvelle inconnue z —/a, on est 
amené à chercher si une équation de la forme 

peut admettre comme solution Texpression 
(aa) ^ = logp, 

>i et (JL| ayant la signification donnée par les formules (17). 
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En tenant compte de la valeur (22) de ;;, les relations (18) et (19) 
donnent 

Si Ton a égard à tout ce qui précède, on peut donc dire que la con- 
dition nécessaire et suffisante pour que Téquation (21) réponde à la 
question posée est que Ton puisse vérifier le système suivant, déter- 
minant deux, fonctions X et [x 

(.3) g=-B),. |=-A„ 

au moyen de deux expressions ne renfermant, outre les variables x 
et y y que deux fonctions arbitraires de ^et/ respectivement et leurs 
dérivées jusqu'à un ordre déterminé. 

6. L'élimination de Tune des fonctions X ou fx entre les équa- 
tions (28) conduit pour l'autre à une équation linéaire du second 
ordre de la forme considérée par Laplace ; si Ton élimine {x, on trouve 
que X doit vérifier Téquation 

(24) ; ABX = O, 

et si Ton élimine X, on obtient l'équation 

(25) - — \ ^^— rr .\Ba=o, 

^ ' dxôy dr àx ^ 

à laquelle satisfait (x. 

On peut donc considérer Tun des résultats de M, Moutard comme 
complètement établi. 

Il y a peut-être cependant encore intérêt à indiquer comment on 
peut relier directement les équations (24) et (26) à Téquation (21); 
remarquons que cette dernière peut s'écrire 



cfê— )=-^"'-). 



et l'on est conduit à considérer le système 

ox 
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défînissant deux, fondions inconnues x; et (x; si Ton élimine [x, on re« 
trouve Téquation (21); si, au contraire, on élimine Zy on trouve 
Téquation (25). 

La considération du système (26) permet de démontrer de nouveau 
que, non seulement les problèmes de l'intégration des équations (21) 
et (25) sont équivalents, mais que si Tune de ces équations a une so- 
lution de la forme que nous considérons, il en est de même de Tautre. 
Cela résulte immédiatement de ce que les relations (18), (19), (22) 
entraînent les suivantes : 

dy dy 

dx 
En considérant de même le système 

àz . R^, d\o^\ dlogX 

hrJc = 7 > Ac- = 9 

dx ox oy 

on relierait entre elles les équations (21) et (24). 

7. Reportons-nous à la fin du n° k et supposant toujours 

examinons la seconde hypothèse possible relativement à 6, savoir 
celle où, b étant de la forme (III), on a 

1 _à logw 
~" dx 

L^équation (5) est alors 

d'^z . s àz <)loffto dz 

-+-(mew«-h/i)--- H -^ hc = G. 



dx dy dx dx dy 

Si l'on prend comme nouvelle inconnue w^ + log/w, on a une équa- 
tion transformée de la forme 

OÙ A ne dépend que de a? et/ et où C est une fonction de jj, /, z. 
Cherchons à vérifier cette équation par une expression de la 
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forme (i); les relations (12) et (i 3) nous donnent ici 

àf _ « 

dx ' 

en sorte que/i ne peut dépendre que de /, Pi, pt> • • • » Pn-i» 
On a alors 

(28) /•=l0g(p«-h/,)-H/l, 

/i étant de môme forme que /, mais ne dépendant pas de p«. 
La relation (7) devient 

^"^^ ^^+(P,.H-/.)eA + A=o. 

Portons notre attention sur la dérivée ^n mise en évidence dans la 
formule (a8); nous obtenons la relation 

dont l'intégration est immédiate et nous donne 

M. 

(30) ''^•=-fe--î 

/j 6t/4 désignant des expressions de même forme que /qui sont res- 
pectivement indépendantes de ^n-x et de «;„. 

Envisageons maintenant la dérivée ^n-x \ ^^n de la mettre en évi- 
dence, sous une forme simple, éliminons /, entre Tidentité (29) et 
celle qu^on en déduit en différentiant par rapport à «,„ ; il vient, en 
tenant compte de (3o), 

al0ff-r=^ — -7^— 

(3i) T- -j- — = — A 



à^m dy /5-+-/% 

Le premier membre de cette nouvelle identité ne peut être que li- 
néaire par rapport à p»— lî i^ ^"^ ^^^ donc de même du second; si A 

n'était pas nul, -^ j- devrait être linéaire par rapport à Pn_i, ce 

qui est impossible si Ton remarque que/, renferme essentiellement «^ 
et que/4 renferme aussi essentiellement ^a-f 



SUR L\ THÉORIB DBS ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, ETC. 4^^ 

La coDclusîoa est donc que Ton a 

(32) A = o. 

Démontrons maintenant que C est une simple fonction de a? et y; 
rien ne serait plus facile que d^établir ce résultat en partant de Tiden- 
tité (3i); mais il est plus instructif de procéder de la façon suivante. 

Substituons à z dans Téquation (27) la fonction / définie par la 

formule (a8); en ayant égard à la dérivée P;,, on voit immédiatement 

que C est de la forme 

C = /wc^-f- /i, 

m tX. n étant deux fonctions de x et y. 
Tenant compte du résultat A =0, Téquation (27) peut donc s'écrire 

(33) 3 — — -f- -T h me'-h /i = o. 

^ ' ôx Oy ôx 

Or, considérons le système 

/ dz 

(34) 



h m = e-«. 

OX 



e^ = ~ -h ( -7— — /i j c«. 



du I dm 

ày~^\ày 



Si Ton élimine u, on trouve Téquation (33); si, au contraire, on 
élimine z^ on trouve Féquation 

^«.*-x à^u à , . . , .du . , 

^ ' dxdy ôx ày 

oïl Ton a posé^ pour abréger ; 

dm 



k = n — 



ày 



Les formules (34)» qui effectuent le passage de Téquation (33) à 
Téquation (35), nous montrent que si Tune de ces équations admet 
une solution de la forme considérée (i)) il en est de même de Tautre. 

Or, si la fonction k n'est pas nulle, Téquation (35) rentre dans le 
type (5) pour lequel les coefficients a et 6 sont tous deux de la 
forme (I); en appliquant les résultats que nous avons obtenus dans 
les numéros précédents, on aura 

m = o. 

Si, au contraire, la fonction k est nulle, Téquation (35) devient 

d*a , ^.du 

-4- (m — c-")^- =0; 



dxdy dy 
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elle rentre alors, après échange des lettres x et j, dans le type que 
nous étudions actuellement, et, diaprés la condition (32) trouvée pour 
Téquation (27); nous obtenons encore 



/w = o. 



Uéquation (33) est donc, dans tous les cas, de la forme 

à^ z de- a«e _ 
ùxdy dx dxùy~ ' 

6 désignant une fonction de x et y. 
Le système (34) devient le suivant 

àz du d«ô 

-— = C-", e- = ■ e", 

ox ôy Oxôy 

en vertu duquel z satisfait à Téquation (36) et c/ à la suivante : 



^ ' dxdy dx \dx dy / dy 



dy dx dy 



= 0. 



Si la fonction - — — est nulle, Téquation (36) devient la suivante 

d^ z de^ 

-H-r- = O, 



dx Oy dx 

qui satisfait à la question et que nous avons, en somme, déjà intégrée 
pour écrire la formule (3o). 

Si la fonction -7 — — n'est pas nulle, il nous suffit de remarquer que 

tout revient à considérer Téquation (37) et Ton est ramené à la ques- 
tion traitée dans les numéros précédents. 

On peut encore remarquer que si Ton prend comme nouvelle in- 
connue ^ + 0, Téquation (36) se ramène à la suivante : 

où A désigne une fonction de J? et j^ et qui se déduit de Féqua- 
tion (21) en y faisant B = o. 

Rien n'est d'ailleurs plus facile que d'étudier directement l'équa- 
tion (38); car on l'intègre, dans le cas le plus général, par la for- 
mule 

Y 



e- = 



^JxXcly 
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OÙ X désigne une fonction arbitraire de a: et Y une fonction arbi- 
traire de y, 

8. Passons maintenant au cas où Texpression de a, 

a = m^ H- /i, 

est delà forme (II) ; il résulte de ce que nous avons dit au n*» V, après 
échange des lettres œ et y, que b ne peut pas être de la forme (I) ; je 
dis, de plus, que b ne peut être que de la forme (111); en effet, la re- 
lation (lo) nous donne alors, m n'étant pas nul, 

(39) ^ = o; 

il en résulte que, si Ton différentie la relation (8) par rapport à p;,, 
on doit avoir, lorsqu'on a remplacé z par/, 



àb/d£y_ 
àz\d^n) "'"' 



b ne contient donc pas z et Téquation (5) est, dans le cas actuel, de 
la forme 

d^z , dz , dz 

-h{mz -h n) - — h6-7 — hc = o, 



âx Oy '^ dx ày 

nty n, b étant des fonctions de œ et y seulement. 

Mais, si Ton prend comme nouvelle inconnue une expression 
linéaire par rapport à ^, la forme de Téquation précédente ne change 
pas, et il est facile de voir qu'on peut toujours faire en sorte que, 
pour la nouvelle équation, les termes analogues à /i et à 6 soient 
nuls; nous pouvons donc nous borner à chercher quelles sont les 
équations de la forme 

où m est une fonction de Xyy et c une fonction de x, y, 3, qui ad- 
mettent comme solution une expression de la forme (i). 

On voit immédiatement que c doit être linéaire par rapporta z; en 
effet; la relation (8), eu égard à (6), s'écrit dans le cas actuel 

dx 
D. - IV. a; 
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Donc ~ ne contient pas /3„ et, par suite, t— ^ ne peut le contenir 

que linéairement; mais de (89) résulte que / est aussi linéaire par 
rapport à P;,; si donc l'équation (4o) est vérifiée, lorsqu'on remplace 
z par/, la fonction c doit être linéaire par rapport à z. 
L'équation (4o) s'écrit alors 

0) et (Dj étant des fonctions de a? et/ seulement. 

On pourrait établir bien facilement, en partant de (7 ) et en différen- 
tiant par rapport à ol^, que la fonction m ne dépend pas de j?; mais 
il est plus élégant d'étendre au cas actuel un raisonnement qui nous 
a été indiqué par M. Darboux et qui donne des résultats plus complets. 

Considérons le système 

dz z* 

dv dm z^ 

-r r— h (05 -4- a>i = o, 

déterminant deux fonctions v tX. z Aq x t1y\ l'élimination de ç con- 

duit à l'équation (40 9 ^^ l^une des fonctions -r— > ta n'est pas nulle, 

l'élimination de z conduit à une équation du second ordre en v qui 
doit admettre une solution de la même forme générale que celle 
dont on suppose l'existence pour Téquation en z. 

Or, toute équation du second ordre intégrable dans ces conditions 
est, ainsi qu'on l'a vu, de la forme (4)> où p, a, 6, c sont des fonctions 
^^ ^y y^ ^y l'équation en ç ne remplissant pas cette condition essen- 
tielle, la contradiction à laquelle nous parvenons entraine 

dm 

^.-=0, u. = o. 

La fonction m ne dépendant que de /, on peut alors, en prenant, à 
la place de /, une nouvelle variable indépendante qui soit une fonc- 
tion convenablement choisie de /, faire en sorte que m soit, dans la 
nouvelle équation, égale à i et Ton peut, par suite, se borner à consi- 
dérer l'équation 

OÙ désigne une fonction de a? et de/ seulement. 
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Or, considérons le système suivant : 
(43) , 

i àu . 

déterminant deux fonctions z et u de x qI y\ Télimination de u con- 
duit pour z à Téquation (42) et Télimination de ^ à la suivante : 

Les formules (43) qui établissent le passage de Téquation (42) à 
Téquation (44) étant résolues respectivement par rapport à e/ et à 2, 
il en résulte que, si Tune des deux équations (4^) et (44) admet une 
solution de la forme considérée (i), il en est de même de Tautre. 

Mais si la fonction n^était pas nulle, Téqualion (44) serait du 
type (5), où a serait de la forme (I) et b de la forme (III ); le terme 
€** qui y figure conduit alors à une contradiction avec les développe- 
ments du numéro précédent. 

En définitive, Téquation cherchée (42) se réduit ainsi simplement 
à la suivante 

qui s'iatègre immédiatement et dont l'intégrale générale est déter- 
minée par la formule 

OÙ y(j7) désigne une fonction arbitraire de x et?p(j) une fonction 
arbitraire de/ admettant <p'(/) et ^" {y) pour dérivées. 

9. 11 nous reste enfin à supposer dans (5) que a est de la forme 
(III); les cas où b serait delà forme (I) ou de la forme (II) se dédui- 
sent de ceux examinés précédemment par l'échange de j? et /; la 
seule hypothèse qu'il nous reste à considérer est donc celle où a et b, 
rentrant tous deux dans la forme (III), sont de simples fonctions de 
X et de /. 

Dans ces conditions, les relations déjà établies 

dXo^-f- d log -/- 

— '" -4- a = o, -j-^ -h t> = G 

ay dx 
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donnent par Tintégration 

H-"î/î(r> PijPî) •••>?/»)-+- /3(^»r»«i» ...,««-!, Pi, ...,P/,-i), 

en désignant par u^ et u^ deux fonctions de j? et / assujetties simple- 
ment à vérifier les équations 

d\oau\ d\osUi , 

— f—L ^a = o, — -^— -i-b = 0. 
oy ox 

Écrivons que l'équation (5) est vérifiée lorsqu'on y remplace z par 
Texpression /précédente; il vient 

d^ h dh j dU 

ax dy dx dy 

Différentions cette relation deux fois successivement par rapport à 
a„j et à P;, ; nous obtenons, en n'écrivant que les relations qui vont 
nous être utiles, et en remarquant que les fonctions u^ et i/j ne sont 
pas nulles, 

/de âb ,\ d^ft d^c / àAY 

Ecartons immédiatement le cas où l'équation proposée serait 
linéaire, c'est-à-dire où c dépendrait linéairement de z. 
Ce cas particulier étant laissé de côté, les rapports 

(k \ ^^' àz^ 

^^^^ de ^ da de , db' 

-. ab— -— r ab— — 

dz dx dz dy 

égaux respectivement aux suivants 

djjx d\ft 

\dOL,nJ [d'^nj 

ne doivent pas dépendre de j, puisque les rapports (48) sont respec- 
tivement indépendants de p„ et de «;„. 

Ces deux rapports (47) doivent d'ailleurs être égaux; sinon, en 
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ÔC 

considérant leur quolienl, on aurait cette conclusion que ~ est une 
sinaple fonction de a? et/; on a donc 

da db 
ùx dy 

et, en introduisant une fonction auxiliaire 0, 

a= — -^, 6 = —-2-. 
Oy Ox 

L'équation proposée s'écrit 

ôx oy Oy âx Ox ây ~" ' 

et, en prenant comme nouvelle inconnue ^6, on voit que Ton peut se 
borner au cas où, pour Téquation (5), on a 

a = o, b = Oj 
c'est-à-dire où cette équation est la suivante, 

c étant une fonction de ^, /, z. 

Les deux rapports égaux (48) étant, maintenant, Tun une fonction 
de or, Pautre une fonction de y, ont une même valeur constante qui 
est aussi celle des rapports (47); et, en définitive, la fonction c de 
notre équation (49) doit vérifier la relation 

d^c _ . de 
ô^ -"Tz' 

où k est une constante qui n^est pas nulle; on en déduit, en intégrant, 

m et /i désignant deux fonctions de x et/. 

Si Ton prend comme inconnue u =: k{z ■+■ m), Téquation (49) de- 
vient la suivante 

( 5o) f- e" — 0) = o, 

^ ' OxOy 

où 0) est une fonction déterminée de x et/. 
Je dis que cette fonction ta doit être nulle. 
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La démonstration de ce point est une conséquence immédiate du 
résultat obtenu au n** 8 pour Péquation (40) ^^ considération du 
système 

en vertu duquel z satisfait à Téquation 

,. . d^z dz dta 

52) - — -- -i-z— -htùz-h -— = o, 

0x0 y Ox Oy 

et u à l'équation (5o), nous montre, en effet, que ces deux équations 
(5o) et (62) admettent, en même temps, des solutions de la forme gé- 
nérale (i). 

L^équation cherchée de la forme (5o) ne peut donc être que la sui- 
vante 



dxOy 



H- e" = o. 



dont Liouville a donné Tintégralc. 

L^intégration de cette équation est ramenée, au moyen du sys- 
tème (01), où Ton suppose (i)=:o, à celle de Péquation (45), et son 
intégrale générale est ainsi, en vertu de (46), déterminée par la for- 
mule 

,u^ \r(^)o'(y) 

qui concorde avec celle donnée [III, p. 291]. 
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NOTES DE UAUTEUR. 



NOTE IV. 



SUR LA TORSION DES COURBES GAUCHES ET SUR LES COURBES 

A TORSION CONSTANTE. 



1. Il semble au premier abord qu^il y ait une grande analogie de 
nature entre la courbure et la torsion d'une courbe gauche. L^une et 
l^autre de ces grandeurs se définissent comme le quotient d^un angle 
infiniment petit par la différentielle de Tare; Tune et Pautre repré- 
sentent une rotation dans la théorie cinématique des courbes à double 
courbure. Mais ces rapprochements sont les seuls qu'on puisse si- 
gnaler : il y a un centre de courbure, il n'existe pas de centre de 
torsion; la courbure dépend des éléments différentiels du deuxième 
ordre; la torsion de ceux du troisième ordre. Enfin, tandis que la 
courbure est une irrationnelle dépendant d'un radical carré, comme 
toutes les grandeurs dont la mesure se ramène à celle d'un segment 
de droite, la torsion est déterminée rationnellement, en grandeur et 
en signe, pour chaque point d'une courbe gauche. Les formules qui 
donnent les valeurs de ces deux éléments mettent ce dernier point 
en pleine évidence (*). On peut encore l'établir en étudiant un infini- 
ment petit d'une nature particulière, relatif à une courbe gauche quel- 
conque. 

2. Soit M un point quelconque d'une courbe gauche. Prenons sur la 



(•) Dans le Cours d'Analyse de l'École Polytechnique, M. Hcrmite suppose 
que les coordonnées x, y^ z du point d'une courbe gauche sont exprimées d'une 



M 
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courbe quatre points M^ M|, M,, M4, infiniment voisins du point M; 
et proposons-nous d^évaluer le volume du tétraèdre Mj M^ M3 M^. 
Soient Xf y, z les coordonnées rectangulaires du point M, que nous 
supposerons exprimées en fonction d'un paramètre t ; soient x' ^ y\ z' ; 
x", a"', . . . leurs dérivées par rapport à ^. Si ^ 4- /i/ désigne la valeur 
du paramètre pour le point M/, les coordonnées ^z,//, Zi de ce point 
s'exprimeront par les formules 



(i) 



Xi 


=z X -^ X' 


hi 


-+- 


'1 


h] 


-h 


6 


A? 


' T " • • • « 


n 


=y-^y 


hi 


+ 


.1 


hi 


-♦- 


y"* 

6 


h] 


•+- . t • « 


Zi 


— z-^ z' 


hi 


+ 


zT 
2 


h] 


-+- 


3"' 

6 


h] 


' 1 • • • • 



Le volume V du tétraèdre M1M2M3M4, c'est-à-dire le sixième du 
moment des deux segments M^M, et M8M4 ('), sera défini, en gran- 
deur et en signe y par la formule 



(2) 



GV = 



37, 


Xi 


Zi 


I 


Xt 


yi 


Zl 


I 


a^s 


7s 


Zi 


1 


^* 


^4 


Zk 


I 



En négligeant les termes contenant la quatrième puissance et les 



manière quelconque en fonction d'un paramètre t et il donne (p. 168 et suit.) 
les expressions suivantes de la courbure et de la torsion. 
Soient x\y,z'jx''j ... les dérivées successives de a?.^, z. Posons 



A _ v' "* -' v* 




x' 


y 


z' 


n^^z'x'-x'z", 


A = 


x" 


y 


z" 


C-x'y" yx\ 




x" 


y^ 


z'^ 



Si p et T désignent respectivement les inverses de la courbure et de la torsion, 
on aura les formules 



A*-4-B»4-C» 1^ 

{x'*-ry'-\-z''y ' T 



A^-^li-H-O 



qui montrent bien la différence de nature entre la courbure et la torsion. 

(') Voir, à ce sujet, G. Kœnigs, Leçons de Cinématique professées à la Fa- 
culte des Sciences de Paris, Chapitre I. 
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puissances supérieures des ^/, on aura évidemment 



i^o 



6V = 



X x' 7f a?"' 

y y y' y' 

Al ■** /U A» 



o 



o 



I — 



I — 



I — 



Ai 


M 


Aî 


I 


2 


6 


A, 

1 


h\ 

2 


a; 

6 


A, 
I 


2 


Aî 
6 


î 


2 


Aî 
6 



OU encore 



(3) 



72V =— AÇ(A,, yi„ A,, 7*4), 



A désignant le déterminant 



(4) 



A = 



x" y" z" 
X y Z 



et ^ {hxy hfy hiy /14) le produit suivant : 
Ç(Ai, ht, ht, A4) 



(5) 



= (A4-Al)(A4-Aî)(A4-A3)(A3-A|)(A3-A,)(A,-Al). 



3. Pour calculer le déterminant A, on peut se servir des formules 
de Serret-Frenet : 



(6) 



dx 
ds 



= a, 



da 
'ds 



b 

— y 
P 



rf6 
ds 



a 

P 



c 

- 9 

X 



a, b, c ayant les significations déjà données [I, p. 2 et 9]. On en déduit 
en effet les expressions suivantes des dérivées de x par rapport à t. 






dx 
di 



ds 
""di' 



(7) 



a^ = 



af^. 



a 



d^s b ds^ 



di^ p dt* 



d^s ^b ds d^s 

a , ■ -+- i r -.-1 

dt^ p dt dt^ 



"iï) 



ds 



ds^ fa c \ 

di^^y^^'^P'z) 



ds^ 
dt^ 



Ces expressions, et celles qui conviennent de même aux dérivées de 
y et de z^ permettent de calculer aisément la diiTérentielle de Tare, la 
courbure et la torsion. En les portant, par exemple, dans le détermi- 
nant A et se rappelant que le déterminant des 9 cosinus a, 6, c doit 
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êlre égal à i, on trouvera 

Cette formule met bien en évidence la propriété de la torsion sur 
laquelle nous voulions insister (^). 

k. En portant la valeur de A dans la formule (3), on aura donc 
(9) 7aV=;^(jyî(yi„A„A3,A4). 

Pour donner une forme entièrement géométrique à cette foraiule, 
on peut procéder comme il suit : 

En négligeant les infiniment petits du second ordre, on peut con- 
sidérer le point M/ comme porté sur la tangente en M à une distance 

ds 
de M égale, en grandeur et en signe, au produit -j- /r/, de sorte que la 

différence 

représentera, en grandeur et en signe y le segment M/M;^.. En tenant 
compte de cette remarque, on pourra écrire la relation 

(10) 79.V = -î-mTSÛ Mî^U M3M4 MiMj mTm; mTmT, 

qui résout complètement le problème proposé. Elle est tout à fait 
analogue à la suivante 



(11) 4S = -MiAJ, WjMjMiMj, 

P 

qui donne, sur une courbe plane ou gauche, Taire du triangle formé 
par les trois points infiniment voisins Mi, Mj, Ms- C4ette nouvelle for- 
mule devient d'ailleurs pleinement évidente si Ton se rappelle une 
des relations les plus connues de la Géométrie élémentaire. 

5. Si Ton suppose que quelques-uns des points Mi, M], M3, M4 
viennent se confondre, la formule (10) conduit à des relations déjà 
connues. Nous savons, par exemple, que le volume V admet Texpres- 



(') Elle se déduit immédiatement des deux formules de M. Hermite données 
dans la note de la page 4^3, mais avec un changement dans les signes, sur lequel 
nous allons revenir plus loin. 
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sien suivante : 



V= ^M,M,M,lVUSsme, 

d désignant Tangle des arêtes opposées MjMs et MsM4, 8 étant leur 
plus courte distance. On aura donc 

128 sine = -^ mIm; M,M4 MjM, M,M,. 

Supposons que Mj vienne coïncider avec M^ et M4 avec M^\ les 
arêtes M^Mt et MsM4 deviendront les tangentes en M| et en Ms; leur 

angle 6 aura pour valeur approchée — ' — -y et Ja formule précédente 
nous donnera 



120 = 



3 



px 

C^est l'expression bien connue que M. O. Bonnet a donnée pour la 
plus courte distance de deux tangentes infiniment voisines. 

Laissant de côté des remarques analogues qui nous feraient con- 
naître d^autres infiniment petits, revenons à Tobjet que nous avons 
en vue. La formule (8) montre, comme nous Tavons fait remarquer, 
que la torsion est une quantité rationnelle, puisqu^en chaque point de 

la courbe p' et -7-^ s'expriment sans aucun radical carré. Au reste, on 

peut mettre en évidence le même résultat en rappelant les formules 
que nous avons données au n^'SG [I, p. 42]. Nous avons vu que si c, c', 
c' sont les cosinus directeurs de la binormale, on a, x désignant tou- 
jours rinverse de la torsion, 

I dx = a ds = x(c'dc' — c' de'), 
(12) ( dy — a* ds=. x(c c/c'— c' dc\ 

\ dz = a' ds = i{c! de — cdc'). 

Il est clair que les expressions ainsi obtenues ne dépendent nulle- 
ment du sens attribué à la binormale; et, par suite, chacune d'elles 
fera connaître une valeur rationnelle de la torsion. Au reste, si Ton 
substitue à c, c', c" des quantités /t, Xr, / simplement proportionnelles 
à ces cosinus, on aura les formules 

_ Idk — k dl 

, ^ hdl—ldh 

kdh-hdk 

dz = 'Z j-T j-r— — j-y 
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qui ont été déjà employées pour le cas où la torsion est constante [I, 
p. 43]. 

6. Les remarques précédentes montrent aussi que, pour énoncer 
d*une manière tout à fait correcte le théorème d'Enneper, il faut 
dire que les torsions des deux lignes asymptotiques qui passent en un 
même point d'une surface y sont égales en valeur absolue à Tinverse 

de sj— RH', R et R' étant les rayons de courbure principaux de la 
surface; mais les formules de M. Lelieuvre [IV, p. 24, 29], rap- 
prochées des précédentes (is), montrent immédiatement que les 
torsions des deux lignes asymptotiques sont égales et de signes 
contraires. Sur une surface à courbures opposées, les deux familles 
de lignes asymptotiques sont nettement distinguées par la propriété 
suivante : pour les unes, la torsion est positive; pour les autres, la 
torsion est négative, 

11 y a, par exemple, deux classes de surfaces réglées : pour les unes, 
la torsion des génératrices rectilignes est positive; pour les autres, 
elle est négative. Pour déOnir cette torsion, il faut, bien entendu, 
considérer le plan tangent à la surface comme étant le plan osculateur 
de la génératrice recliligne. 

Pour chercher à quelle propriété de forme correspond le signe de 
la torsion, appliquons, par exemple, les formules (12) à l'hélice dé- 
finie par les équations 

a: = cos/, y=%\ïit^ z = ht, 
nous trouverons 

^ = h-" 

de sorte que, pour une hélice dextrorsum, la torsion est négative: 
elle est positive, au contraire, pour une hélice sinistrorsuni (^). 

7. Au n^ 39 nous avons signalé, comme un problème des plus inté- 



(*) On voit facilement que la valeur de la torsion donnée par la formule de 
M. Hermitc et celle qui résulte de l'application des formules (6) de Serrct-Frcnet 
sont égales et de signes contraires. La formule de M. Hermite nous semble pré- 
férable : il aurait mieux valu écrire les formules de M. Serret sous la forme 

, bds , bds 
aa = > ac ■=■ • 

P '^ 

Alors, pour une hélice dextrorsum, la torsion serait positive; x serait égale à 
la rotation p et non à cette rotation changée de signe (n* 4). 
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ressants, la recherche des courbes algébriques à torsion constante. 
La construction que nous avons donnée au n** 770 nous a montré 
qu'il y a le plus haut intérêt à connaître même celles de ces courbes 
qui sont entièrement imaginaires. Cette construction peut, en effet, 
s'énoncer de la manière abrégée suivante (n°* 769-770) : 

Pour déterminer toutes les surfaces applicables sur le parabo- 
loïde de révolution de paramètre 2^, on construit deux courbes (T), 

• 

(r,) ayant des torsions constantes, égales et de signes contraires -> 

Le milieu p. de la corde, qui Joint un point de (r) à un point 

de (rj), décrit une surface (Sq) qui peut être engendrée, soit par la 
translation d'une courbe (r') homothétique à (r), soit par la trans- 
lation d'une courbe {V\ ) homothétique à (Fj). Les plans osculateurs 
aux courbes {V) et (V\) qui passent en un point }A de {%) se cou- 
pent suivant une droite {d). Les deux nappes focales (Sj) et (S,) 
de la congruence engendrée par cette droite sont les surfaces cher- 
chées. D'ailleurs, si Fj, Fj sont les points focaux de {d), on a 

MF] = — MF, = ±: , 

•2 

(ù désignant l'angle des deux plans osculateurs qui se coupent sui- 
vant la droite (d). 

Il résulte immédiatement de cette construction la conséquence sui- 
vante : il faut que la courbe (F) soit imaginaire pour que les nappes 
(Si) et (S,) soient réelles. On devra alors associer à (F) la courbe 
imaginaire conjuguée (F,). 

Depuis rinvitation que nous avons adressée au n^ 39 aux. géo- 
mètres, les courbes à torsion constante ont été l'objet d'un certain 
nombre de travaux ('). 



(•) G. KoENiGS, Sur la forme des courbes à torsion constante {Annales de la 
Faculté des Sciences de Toulouse^ t. I, p. E.i; 1887). 

I. Lyon, Sur les courbes à torsion constante; Thèse soutenue eo juillet 1890 
devant la Faculté des Sciences de Paris {Annales de r Enseignement supérieur 
de Grenoble^ t. II, p. 353; 1890). 

M. FoucHÉ, Sur les courbes algébriques à torsion constante {Annales de 
l^École Normale supérieure, 3" série, t. VII, p. 335; novembre 1890). 

E. Fabry, Sur les courbes à torsion constante {Annales de V École Normale 
supérieure, Z* série, t. IX, p. 177; 189Q). 

E. CossERAT, Sur les courbes algébriques à torsion constante et sur les sur- 
faces minima algébriques inscrites dans une sphère { Comptes rendus, t. CXX, 
p. 1253; 1895). 
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Bien qu^on n'ait pas encore réussi à déterminer toutes les courbes 
algébriques à torsion constante, nous devons à M. Fabry la connais- 
sance d'un certain nombre d'entre elles, qui sont réelles. On peut 
citer, par exemple, celles qui correspondent aux valeurs suivantes des 
cosinus directeurs de la binormale 

__ \/Xcos|i/ — v^fxcosXf 

. ,__ v/X sin|if-h v/fxsinX/ 
v/X-+- v/fi 

c = —=^ — ^ cos t. 

v/X-4-v/|i ^ 

où X et (I. sont deux entiers. 

M. Fouché a employé pour étudier les courbes à torsion constante 
la méthode suivante : 

Exprimons les cosinus directeurs de la binormale par les formules 
si souvent employées 

(•5) <'=-^' '='T^^' '=T-r 

où a et (3 sont les coordonnées symétriques d'un point de la sphère. 
Les équations (12) nous donneront 






(16) / ,/a; — te/7= — 2Tt ^^_p^'; , 

- . a fi^3 -h S rfa 
eu =— 2X1 — ' jf—— . 

Si la courbe est algébrique, c, c', c" et, par suite, a, p seront néces- 
sairement des fonctions algébriques d'un paramètre. Il en sera de 
même des intégrales 

rpïc(a_-^aî^ r rfac H- d^ p % d^ -\- ^ d% 

J (^-?)* ' J i.^-'^f' J (2-p;« * 

D'autre part, comme les expressions 

P' e/g — a« ^3 d%-d'^ oid'^-^doL 
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sont des différentielles exactes, on voit que les six expressions 

(a~p)«' (a-p)»' (a-p)»' 

d^ oid^ a^d^ 

(a-p)i' (a-p)î' (a-p)» 

devront être des différentielles de fonctions algébriques. Réciproque- 
ment, il sera suffisant que trois d^entre elles, prises dans les trois 
colonnes différentes, admettent pour intégrales des fonctions algé- 
briques. 

Prenons, par exemple, celles qui sont dans la seconde ligne du 
Tableau précédent. Soit 

(•7) ^^^^ = dz, 

il faudra que 

<i&, ce dty a* dt 

soient des différentielles de fonctions algébriques. Cette condition 
exige évidemment que z soit la dérivée seconde par rapport à a, d^une 
fonction algébrique. Il faudra donc que Ton ait 

d^=:^^--d(^\=dy^ 
ou encore 
(i8) P' = f'(a-p)». 

Ainsi tout est ramené à la recherche de deux fonctions algébriques 
(J et y de a vérifiant cette équation. 

On peut encore, avec M. Fouché, effectuer une dernière transfor- 
mation. Posons 

(19) «-p = l, 

Péquation deviendra 

Bien que cette équation n'ait pas été résolue d'une manière géné- 
rale, on en aperçoit immédiatement un nombre illimité de solutions, 
que l'on obtient en prenant pour / des polynômes, des fractions ra- 
tionnelles assujetties à des conditions simples. 11 est vrai que les 
courbes correspondantes seront généralement imaginaires. Mais nous 
avons vu que, dans certaines questions au moins, ce sont ces courbes 
qu'il faudra rechercher. 
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8. L^équatîon précédente, comme celle que Ton obtiendrait en 
égalant à une constante l'expression de la torsion en coordonnées car- 
tésiennes, appartient au type suivant. 

Soient/, w, w, ... des fonctions d'une variable x assujetties à vé- 
rifier une équation différentielle de la forme suivante : 

F {x,y, z,Uy ... : y, z\ u, ... ; y", sT, a\ . . .) = o, 

> '> y" 1 • • • ; ^'> • • • désignant les dérivées successives de /, -s, w, .... 
On peut se demander s'il est possible de résoudre une telle équation 
(ou plusieurs équations simultanées de même forme), c'est-à-dire 
d'exprimer x^ y, z, u, ... en fonction d'un paramétre, de certaines 
fonctions arbitraires de ce paramètre et des dérivées de ces fonctions. 
Monge s'était proposé cette belle question dans le Mémoire que nous 
avons déjà cité [I, p. i6]. Elle mériterait d'être reprise avec tous les 
développements qu'elle comporte. On pourra consulter, sur le cas du 
premier ordre et de deux variables indépendantes, notre Mémoire sur 
les solutions singulières des équations aux dérivées partielles du 
premier ordre, inséré en i883 au tome XXVII des Mémoires présentés 
par divers savants à l'Académie des Sciences. 
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NOTE V. 



SUR LES FORMULES DTULER ET SUR LE DÉPLACEMENT 

D'UN SOLIDE INTARLVBLE. 



1. Au Chapitre III du Livre I [p. 34] ainsi qu'au n° 963, nous avons 
eu à parler des formules célèbres d'Euler et d'OIinde Rodrigues qui 
définissent un changement de coordonnées ou un déplacement et con- 
tiennent seulement trois arbitraires, en fonction desquelles s'expriment 
algébriquement les neuf cosinus. Nous allons faire connaître une 
méthode géométrique qui donne ces formules de la manière la plus 
simple, en fournissant immédiatement la signification géométrique des 
arbitraires qui y figurent. 

Considérons une figure mobile ayant un point fixe O et rapportons- 
la à un trièdre trirectangle Oa:yz ayant pour sommet le point O. Si 
on lui imprime un déplacement quelconque, on sait qu'il équivaut à 
une rotation d'angle autour d'un certain axe 011, passant par le 
point O (^^.90). Par suite, un point M quelconque de la figure in- 
variable venant occuper la nouvelle position M|, il y aura un plan 
perpendiculaire à OH passant par M et par M^, et dans ce plan, un 
cercle passant en M et en Mj, dont le centre P sera sur OII. 

Menons les tangentes au cercle en M et en Mj; elles se coupent en 
un point Q. Nous allons déterminer de deux manières différentes les 
coordonnées du point Q. 

L'angle MPMi étant égal à 6, l'angle MPQ sera égal à -• Par con- 

séquent, si l'on imprimait à la figure mobile dans sa première posi- 
tion une rotation infiniment petite, dont la vitesse angulaire serait 

tang-9 la vitesse du point M serait, en grandeur et en signe, égale au 

segment MQ. 

Si donc on désigne par o?, y, z les coordonnées du point M et si 
D. — IV. 28 
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Ton pose, ot, ^, y désignant les angles de OH avec les axes. 



e 



6 



(i) -=cosatang-> — =cosatang-, - = cosytang-> 
'p °2 p ^ ^ '2 p '^'a 

A UL V 

-> -, - seront les trois composantes de la rotation infiniment petite 

9 9 9 ^ ^ 

considérée, et les projections de MQ sur les trois axes seront 



liz — vr 



vr — Iz "ky — iiT 



Fig. 90. 




H 



Pour obtenir les coordonnées x', y', z' du point Q, il faudra ajouter 
les projections de OM à celles de MQ, ce qui donnera 



(2) 



?y= pr-*-^^ — X5, 

p^' = p^ -H X^ — [IX. 



Envisageons maintenant la figure dans sa seconde position; on re- 
marquera que Ml Q serait la vitesse du point M| si Ton imprimait à la 
figure une rotation in/iniment petite, égale et contraire à la première. 
Si donc Xij fif Zx désignent les coordonnées du point M|, on aura de 
même, en changeant les signes de X, {i, v ou celui de p. 



(3) 



px = pxx 

9/ = Pr 1 
p«' = p^i 



va^i H- X5|, 
X^i-t-fxa:i. 
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Égalant les expressions difTérentes de x', y\ z'j nous aurons 

py-h^fx —Xs = p^i — va?! -hlzt, 
pz -hly — yLX = pzi-'lyi-i-iiXi, 

2. On peut résoudre ces équations d^une manière élégante. Si on 
les ajoute d^abord après les avoir multipliées respectivement par 

-j -9 -> on obtient la relation 

9 9 9 

(5) Xa7-+-[ij^-+-v5 = X:r,-h iiyt-h v^j, 

qui était évidente par la Géométrie, car elle exprime que la droite 
MM| est perpendiculaire à Taxe de rotation. Si Ton ajoute maintenant 
les quatre équations précédentes, après les avoir multipliées respec- 
tivement par des facteurs it:X, it: p., ih v, di p, tels que le coefficient 
de rinconnue cherchée devienne égal à 

(6) X«-}-ti*-+-v«-+-p«= B, 

on trouve 

/ Bx = (p'-h X*— [Ji'— v«)a7i-+-a(X[i-f- vp)j^i -<- 2(Xv — [ip) zi 

(y) ' B^ = 2(X[i— vp)a7i -^(p«-hjjL* — X^ — v');', -i-2([iv -h Xp)5i, 

( B^ = •2(Xv -+-fxp)j?i -+-2(fxv — 'kpjyi -h (p'-hv*— X* K*)5i 

Pour obtenir les formules résolues par rapport à a»,, jj, 5i, il fau- 
drait échanger a:, y, 5 et ^i, /,, Zi en changeant le signe de p. 

3. Dans les développements qui précèdent, nous envisageons une 
figure invariable, rapportée à un trièdre fixe (T) Oa^yz et se dépla- 
çant pendant que ce trièdre reste û\e. On peut aussi considérer les 
formules précédentes comme définissant un changement de coordon- 
nées, dans lequel on passera de (T) à un trièdre (Tj) Oxiy^Zi. Alors 
les arbitraires «, P, y> ^j reliées à X, ji, v, p par les formules (i), défi- 
niront la rotation qui amène le trièdre (Tj) à coïncider avec le 
trièdre (T). Il suffit, pour le reconnaître, de remarquer que, si Ton 
suppose que la rotation définie par les formules (i) entraîne le 
trièdre (T), les coordonnées du point M|, par rapport à la nouvelle 
position du trièdre, restent égales aux coordonnées x, /, s du point M, 
tandis que les coordonnées de Mi^ relatives aux axes primitifs, sont 
^u yiy ^i' U est évident, d^ailleurs, que Taxe de rotation fait des 
angles égaux avec les axes de même nom des trièdres (T) et (Tj). 



1 — 




= a, 


a = 


m 2 


I-+- n 
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4. Revenons à notre premier point de vue. Au n^ 27, nous avions 
déjà donné, sous deux, formes différentes, les équations précédentes, 
en les rattachant à la considération de la substitution linéaire qui 
définit une rotation. Nous avons vu, en effet, que si Ton considère la 
sphère de rayon i, 

et si Ton introduit la variable complexe définie par la formule 

(8) 

la substitution linéaire 

(9) 

définit une rotation qui est aussi déterminée sous différentes formes 
par les équations (8), (9) et (11) [I, p. 34]. On retrouve ainsi les 
formules d'Euler; et si la méthode par laquelle on les obtient exige 
un appareil analytique plus compliqué que la précédente, elle permet 
du moins d'obtenir, avec plus de facilité, les relations relatives à la 
composition de deux rotations. 

Supposons, en effet, que Ton effectue successivement deux rota- 
tions, la première définie par la formule (9), la seconde par la sui- 
vante : 

(10) OLi= 

PlCti-hÇi 

En portant cette valeur de a^ dans la formule précédente, on aura 

, . ( /nmi-h npt)(Xt-^ fftnt-h nqt 

(11) a= ^- ! 

{P^i-^qPi)^i-^pni-^qqt 

de sorte que, suivant la proposition de M. Klein, la composition de 
deux rotations équivaut à celle de deux substitutions linéaires. Si 
Ton désigne par /noi, /ioi> />oi> 7oi ^es valeurs de m, /i,/>, g relatives à 
la rotation composée, on aura 

( moi= /nm| + /i/),, \ Poi= pmi-h qpi, 

( rioi = nini H- f^qx- f qo\ = P^i -+- qqt. 

Si maintenant, pour établir une concordance avec nos premières 
formules, nous introduisons, comme au n<> 27, les arbitraires X, ji, v, p, 
à la place de m, n^p^q^ en posant [I, p. 34] 

( m=— p-4-tv, n=— fx-M'X, mi=— p, -4-tv,, ^i =— fii-i- «X,, 
)g=— p — «V, p= fx-HtX, ^i=— pi — tvj, y,j= fJLi-«-iX|. 
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et de même 

les formules (12) et (i3) nous donneront les suivantes 

po, = XX, -h fX{A,-+-vv, — ppi, 

, ^. . ^01 = [AVi — Vfl, — Xpi — pX,, 

fJtoi = VA, — ÂVi — fxpi — p[i,, 
Voi =XfZi— |iXi— vpj — pv,. 

Elles résolvent complètement la question proposée, car elles donnent 
les quantités X, {i, v, p qui caractérisent la substitution composée en 
fonction des quantités analogues relatives aux rotations composantes. 
Nous allons les appliquer à Tétude de la question suivante. 

5. Supposons qu^un trièdre (T, ) 0^i/i-5i, dont le sommet reste 
Gxe, se déplace d^une manière quelconque et supposons qu'il soit 
rattaché à un trièdre fixe (T) Oxyz^ par les formules (7) où X, p., 
V, p seront des fonctions connues d^un paramètre t. Proposons-nous de 
déterminer, à chaque instant, les composantes de la rotation infini- 
ment petite du trièdre (T,), ces composantes étant prises relativement 
aux axes de ce trièdre. Nous remarquerons que, pour passer de (Tj) 
à sa position infiniment voisine (Tj), on peuteffectuer successivement 
deux substitutions orthogonales. Tune par laquelle on passerait de 
(Ti) à (T) et qui, étant Tinverse de la substitution (7), serait carac- 
térisée par les valeurs X, p.,v, — p des paramètres; Tautre, par laquelle 
on passerait de (T) à (Tj) et qui correspondrait aux valeurs X -4- ûfX, 
[L-^d[Ly v-t-d/v, p-4- dp des mêmes paramètres. En appliquant donc les 
formules (16) et négligeant des infiniment petits dans Texpression 
nouvelle de p, on voit que les valeurs suivantes 

( p' = X«-h[JL«H-v«-+-p«=B, 
X' = \id^ —^d\L — Xc?pH-ptA, 
[l' = V ^TX — X c?v — fxc^p -+- p d\L, 
V' = X C?{Jl — \Ldk — V c^p -h pd^i 

seront les paramètres de la substitution orthogonale, par laquelle on 
passe de (Tj) à (T,). 

Comme elles définissent, nous Pavons vu, les composantes de la 
rotation par laquelle {T\) vient coïncider avec (T,), il faudra les 
changer de signe pour avoir la rotation du trièdre (T|) et si Ton 



438 NOTES DE L*ACTEUR. — NOTE V. 

A A 

applique les formules (i) en remplaçant tang- par - et posant 

^ IL 

(i8) ecosa = Pc?<, Ocos^ = Qrf^ Ocosy = R^^, 

il viendra 

dt) 



[ duL d^f ^ dp dl ^ 

\ dt ' dt dt ' dt 



_,^ / d\ ^ dii dp dt X 



6. Si Ton suppose, comme il est permis, que p soit constamment 
égala I, ces formules se simplifieront un peu. Il vaudra mieux cepen- 
dant, toutes les fois qu'on le pourra, conserver l'arbitraire p; car on 
introduira ainsi plus nettement et plus simplement les rotations qui 
correspondent à une valeur nulle de p et pour lesquelles, d'après les 
formules (i), l'angle 6 est égal à i8o**. 

Dans notre Mémoire sur V équilibre asiatique, nous avons proposé 
d'appeler ces rotations des renversements. Nous allons terminer cette 
Note en montrant que les renversements, joints à des inversions 
planes, c'est-à-dire à des transformations par symétrie relatives à des 
plans, permettent d'étudier et décomposer très simplement les divers 
mouvements finis d'un solide invariable. Nous nous appuierons, à cet 
edet, sur les remarques suivantes : 

Une rotation d'angle 6 autour d'un axe (d) peut être remplacée 
par deux inversions successives relatives à des- plans (Pi), (Pj) se 

coupant suivant l'axe et faisant un angle -• On peut faire 

tourner, comme on voudra, le dièdre de ces deux plans autour de 
Vaxe, 

Un renversement autour de (d) se ramène, par suite, à deux 
inversions relatives à deux plans rectangulaires quelconques se 
coupant suivant, la droite (d). 

Il résulte de ces propositions que toule rotation d'angle 6 autour 
d'une droite {d) se ramène à deux renversements autour de deux 
droites (^i), (oj), perpendiculaires en un point quelconque à la 

droite (d) et assujetties, en outre, à faire l'angle -• Car, soient (P|), 

(P,), (P) les trois plans passant respectivement par (d) et (oj), par 
{d) et (o,), par (oj) et (8,). Le premier renversement équivaut aux 
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inversions relatives aux deux, plans rectangulaires (Pf) et (P); le 
second équivaut de même aux inversions déterminées par les plans (P) 
et (Ps). Il faut donc effectuer successivement des inversions planes 
relatives anx plans (Pi), (P), (P), (Pf). Les deux inversions inter- 
médiaires se détruisent et il reste les seules inversions extrêmes, qui 
équivalent, nous Tavons vu, à la rotation considérée. 

On peut imprimer aux deux droites (Si),(St) ^^ mouvement d^un 
verrou autour de {d)y c'est-à-dire les faire glisser et tourner tout 
d^une pièce d^une manière quelconque autour de {d), sans qu^elles 
cessent de représenter la rotation. Ainsi : 

Une rotation est parfaitement représentée par un angle dont le 
sommet est sur Vaxe de rotation, son plan étant perpendiculaire à 
cet axe et sa grandeur étant égale à la moitié de la rotation. 

Une translation finie peut être représentée par deux inversions 
relatives à des plans parallèles, qui sont perpendiculaires à la 
translation, et dont la distance est égale à la moitié de la trans- 
lation. 

Si Ton intercale, entre ces deux inversions, deux autres inversions 
prises relativement à un même plan perpendiculaire aux précédents, 
inversions dont Tensemble ne produit aucun déplacement, on voit 
que toute translation finie équivaut à deux renversements autour 
de deux droites parallèles qui sont perpendiculaires à cette trans- 
lation et dont la distance est égale à la moitié de la translation. 
Le plan de ces droites est parallèle à la translation. 

7. Ces points étant admis, considérons d^abord une figure avec un 
point fixe O et voyons comment on composera deux rotations succes- 
sives. La première sera représentée par un angle AOAi, la seconde 
par un angle BOB|. Soit OC Tintersection du plan des deux angles. 
Faisons tourner le premier dans son plan, de manière à amener OAi 
sur OC, ce qui le remplacera par un angle DOC. Faisons tourner de 
même le second dans son plan, de manière à faire coïncider OB 
avec OC, ce qui le remplacera par un angle CODi. Pour composer les 
rotations, il faudra effectuer des renversements autour des droites OD, 
OC, OC et OD,. Les deux renversements intermédiaires se détruisant, 
il restera seulement ceux qui ont lieu autour de OD et OD,; c'est- 
à-dire la rotation que nous définissons par Tangle DOD|. 

La méthode précédente n'exige même pas que Ton admette que 
tout déplacement d'une figure ayant un point fixe se réduit à une 
rotation ; car il est évident que ce déplacement peut toujours se ra- 
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mener à deux rotations, Tune qui amènera un point M quelconque dans 
sa nouvelle position Mj et qui pourra être choisie d'une infinité de 
manières, l'autre qui s'effectuera autour de OMi. Comme nous appre- 
nons à composer deux rotations, on voit qu'on pourra toujours réduire 
tout déplacement à une seule rotation. 

Passons maintenant au mouvement le plus général. On peut tou- 
jours le réaliser en amenant, par une translation, un point M de la 
figure invariable dans sa nouvelle position M^, puis en effectuant une 
rotation autour d'un axe passant par Mj. La translation se ramène à 
deux inversions relatives à deux plans parallèles (P), (Pi) ; la rotation 
équivaut de même à deux inversions autour de plans qui se coupent, 
(P,), (P3). Donc, tout déplacement équivaut à quatre inversions 
autour des plans (P), (Pi), (Pj), (P3), dont les premiers sont pa- 
rallèles. Mais, comme on peut faire tourner le dièdre (Pi) (Pj) d'un 
angle quelconque autour de son arête, on peut supposer que les 
plans précédents ne sont plus parallèles. Alors les deux premières 
inversions définiront une rotation ainsi que les deux suivantes. Donc : 

Le déplacement d'une figure invariable se ramène d'une infinité 
de m,anières à deux rotations successives. 

Soient (d) et (^1) les axes de ces rotations et (8) leur plus courte 
distance. La rotation autour de (d) peut être remplacée, nous l'avons 
vu, par deux renversements autour de deux droites, dont la seconde 
sera (0); soient (Sj) et (8) ces deux droites. Il suffit que (81) coupe (ûf), 
à angle droit, au même point que (0), et fasse avec (8), dans le sens 
convenable, un angle égal à la moitié de la rotation. De même la 
seconde rotation pourra être remplacée par deux renversements 
autour de deux droites (8), (8,), pourvu que (8^) soit convenablement 
choisie. On aura donc à effectuer quatre renversements, dont deux 
consécutifs autour de {$) se détruiront. Donc : 

Tout déplacement d'une figure invariable se ramène par des 
constructions géométriques à deux renversements successifs autour 
de deux droites (8,), (8,). 

De cette proposition fondamentale on fait dériver simplement la no- 
tion du mouvement hélicoïdal fini. Car menons par (81) deux plans 
rectangulaires (Pi), (Pj) dont le premier soit parallèle à (8,); me- 
nons de même par (81) deux plans rectangulaires (Pi), (P',) dont le 
premier soit parallèle à (81) et, par suite, à (Pi). Les deux renverse- 
ments se ramèneront aux inversions planes relatives aux plans (P'i), 
(Pj ), ( P,), (P', ). Les deux inversions intermédiaires, étant relatives à 
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des plans parallèles, équivalent à une translation, qu^on peut échanger 
ensuite, soit avec la première, soit avec la dernière inversion plane. 
Ces deux inversions, étant rapprochées, se composent en une rotation, 
qui a lieu autour de la plus courte distance de (oi) et de (82). 

On voit donc que tout déplacement fini se ramène à une rota- 
tion et à une translation parallèle à l*axe de la rotation. 

8. De même qu'une rotation est représentée par un angle, le dé- 
placement précédent peut être représenté comme il suit : Prenons sur 
Taxe deux points A et B séparés par une distance égale à la moitié de la 
translation et élevons en A et B deux perpendiculaires à Taxe, ($1), 
(8)), faisant un angle égal à la moitié de la rotation. Le déplacement 
sera défini par ces deux droites; car il équivaudra à deux renverse- 
ments successifs autour d'elles. On pourra leur imprimer^ d'ail- 
leurs, le mouvement du verrou autour de l*axe, c'est-à-dire les 
faire glisser et tourner d'une manière quelconque autour de Taxe, 
sans qu'elles cessent de définir et de représenter le mouvement héli- 
coïdal. 

De là résulte un moyen très simple de composer deux mouvements 
finis quelconques. Car soient (Sj), (8,); (8j), (8',) les droites qui les 
définissent et soit {d) la plus courte distance des axes des deux mou- 
vements [qui sont les plus courtes distances de (8, ), (8,) et de (8j), (8',) 
respectivement]. On pourra, en faisant tourner et glisser (8,), (8,) 
autour de l'axe du premier mouvement, amener (8,) à coïncider avec 
(e/) ; en opérant de même dans le second mouvement, on amènera (8^) 
en coïncidence avec {d). Alors les deux renversements intermédiaires 
autour de la droite {d) se détruiront, et le mouvement composé se 
réduira aux deux renversements autour des nouvelles positions de 
(81), (8',), c'est-à-dire qu'il sera complètement et simplement défini. 
. Inversement, si l'on veut étudier les décompositions d'un mouve- 
ment donné, en deux rotations par exemple, la méthode précédente 
donnera très aisément la solution. Car soient (81), (82) les deux 
droites définissant un mouvement; on leur adjoindra une droite (8) 
les rencontrant toutes deux, et il est clair que le mouvement pourra 
être remplacé par les rotations définies, la première par l'angle des 
droites (8,), (8), la seconde par l'angle des droites (8), (8,). Nous 
nous contenterons de ces rapides indications en faisant remarquer 
toutefois que, dans l'Ouvrage cité plus haut[in, p. 479]» nous avons 
appliqué des méthodes analogues à la composition des inversions 
sphériques. 
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NOTE VI. 



NOTE SUR UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE ET SUR LES SURFACES 

SPIRALES. 



1. Au n® 90, où nous avons considéré pour la première fois les sur- 
faces spirales, nous avons vu que leur élément linéaire peut toujours 
être ramené à la forme (4^) [I» p- no]. Cette forme est équivalente 
à celle qui est définie par la formule suivante 

(i) ds^ = U»e«*'(£/a«-f-£/('«), 

où U désigne une fonction de u. Conformément à une remarque qui est 
due à M. Maurice Lévy, nous avons reconnu que cette forme convient 
à une infinité de surfaces spirales. Car si Ton définit une telle surface 
par les équations 

IZ = ze^, 
X = re^ cos(u) -+- /ip), 
Y = re^ sin(t»> -f- Zip), 

où h désigne une constante et où z^ r, cd sont des fonctions de i/, on 
aura, en exprimant que l'élément linéaire est donné par la for- 
mule (i), les trois relations suivantes 

U« = r«(i-f-/i«)-4--3», 
(3) {o = z^'-f- rr' -h /ir*a)', 

qui, pour chaque valeur de /i, déterminent les fonctions r, ;;, co. Nous 
nous proposons maintenant de compléter les résultats précédents et 
de prouver que Tintégration du système précédent se ramène à celle 
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d'une équation différentielle remarquable, déjà rencontrée et signalée 
d^ailleurs dans différentes parties de cet Ouvrage (*). 

A rinspection des équations ( 3) on reconnaît immédiatement que, 
en supposant i + h} différent de zéro. Ton pourra, par Télimination 
de r et de (o, obtenir pour z une équation différentielle du premier 
ordre. On déduit, en effet, des deux, premières 

r' = 



/iS-f-l 



^^^ ^ hzz'-^ i- UU' 

h 



r«(«)' = 



h^ 



En éliminant, au moyen de ces équations, r et u) dans la troisième 
équation (3), il restera pour z Téquation différentielle 

(5) ^î^;j'« = U«-^, 

dont rintégration seule pourra faire connaître les surfaces cherchées. 

2. Or, au n« 621 [III, p. 83], nous avons rencontré l'équation sui- 
vante 

(6) P'+(S)*=V, 

qui ne diffère de la précédente que par les notations; et nous avons 
vu que rintégration de cette équation différentielle permet de déter- 
miner toutes les lignes géodésiques des surfaces dont l'élément li- 
néaire est défini par la formule 

Vi est, comme V, une fonction de v\ toutes les fois que cette fonction 
se réduit à une constante, l'élément linéaire, nous l'avons vu, se ré- 
duit à celui des surfaces spirales. 

On peut donc dire que l'intégration d'une équation différentielle de 
la forme (5) ou (6) fera connaître les lignes géodésiques d'une infînité 
de surfaces, parmi lesquelles se trouveront des surfaces spirales, et 
dont l'élément linéaire dépendra d'une fonction arbitraire \^ (en de- 
hors de celle V qui figure dans l'équation). 



(•) On pourra consulter la Note Sur la détermination des surfaces spirales 
d*après leur élément linéaire^ insérée par M. Raffy au Tome CXII, p. i^ai des 
Comptes rendus, en 1891. 



4Î4 NOTES DE l'auteur. — NOTE VI. 

Enfin, au n® 732 [III, p. 3o3], nous nous sommes proposé de 
déformer une surface réglée de telle manière que Tune de ses 
courbes, assignée à Tavance, devienne plane, et nous avons reconnu 
que la solution de ce problème dépend d^une équation différentielle 
du premier ordre appartenant au type suivant 

(7) M^»-h2iVj^y-+-py« = i, 

où M, N, P sont des fonctions quelconques de la variable indépen^ 
dante x. Cette nouvelle forme comprend évidemment comme cas 
particulier les formes (5) et (6) : nous nous proposons de justifier 
une indication déjà donnée [III, p. 3o4> note] et de montrer tout 
rintérêt que présente l'étude analytique des équations différentielles 
précédentes. 

Remarquons d'abord que Ton peut très aisément ramener l'équa- 
tion (7) à la forme (5). En effet, écrivons-la comme il suit 

(Py-+-N^)«-f-(PM — N«)7» = P. 
Si l'on détermine une fonction X par la quadrature 






et si l'on effectue la substitution 

(8) y=\. 

l'équation deviendra 

Pîa'«-+- (PM — N«)a« = PX«, 

et il suffira de changer la variable indépendante en substituant à j: la 
variable définie par la quadrature suivante 



(9) 



, ^ r /PM - N» ^^^ 



^y_ px» 

" PM — Nî' 



pour obtenir la forme réduite 

(,o, „..(^y 

OÙ il faudra exprimer le second membre en fonction de x\ 

3. Puisque les formes (10) et (7) ont le même degré de généralité, 
gardons l'équation (7), et voyons comment on pourra la ramener à une 
équation du premier ordre et du premier degré. 
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Il suffit pour cela de prendre comme inconnue auxiliaire le quo- 
tient suivant 

(I I) f. = X. 

On aura alors 



En exprimant que/' est la dérivée de /, on trouvera pour X l'équa- 
tion 

(i3) 2(NX + P)X'=M'X»-4-2(N'+M)X«-f-(P'+4N)X-f-aP, 

qui est bien de la forme annoncée. 

Si Ton considère toutes les équations du premier ordre et du pre- 
mier degré 

et si Ton se propose de les classer d'après la manière dont y entre 
dans la fonction /, on rencontre tout d'abord l'équation linéaire et 
l'équation de Riccati. La plus simple, après celles-là, si l'on admet 
toutefois que la variable / puisse être soumise à une substitution 
homographique sans que la forme de l'équation soit altérée, est la 
suivante 

(i4) y-— '■ 7^ ' 

où a, b, c, d, e, /sont des fonctions données, mais quelconques, de la 
variable indépendante. 

L'équation précédente contient l'équation (i3) comme cas particu- 
lier; nous allons montrer que, si l'on en connaît des solutions parti- 
culières, on pourra toujours, par des substitutions simples, la ramener 
à une forme type ne contenant plus qu'une fonction arbitraire. 

4., Appuyons-nous sur la propriété essentielle : l'équation ne change 
pas de forme lorsqu'on effectue sur la variable y une substitution 
homographique quelconque. D*après cela, si l'on connaît trois solutions 
particulières y^y y^ Vj, effectuons la substitution homographique qui 
leur fait correspondre les valeurs o, i, oo. La nouvelle équation devant 
admettre ces solutions particulières, on aura 

a = d = Of 6-hc = o, 



446 NOTES DE l'auteur. — NOTE VI. 

et elle prendra la forme 

dx cy-^f 

En changeant de variable indépendante on pourra simplifier encore 
et réduire à Tunité une des fonctions e ou /, avoir, par exemple, 
la forme typique 

ax CL — y 

La manière même dont nous Tavons obtenue prouve qu^il y aura 
un nombre illimité de formes typiques. 
On peut encore effectuer dans Téquation (i4) la substitution 

(<6) ^y-^f=\\ 

on aura alors pour z Téquation différentielle 

(17) V = (n- p^ -♦- Y^*H- 8-5*; 

la dérivée est, cette fois, une fonction entière de z. 

La forme précédente est conservée si Ton effectue sur z une substi- 
tution de la forme 

(18) 5 = AX-*-B; 

on peut disposer des fonctions A et B de manière à faire correspondre 
à deux solutions particulières Zq^ z^ deux valeurs constantes h , h' 
de X. Alors l'équation en \ prendra la forme simple 

(19) X'= (X — h) (X — h') (CX -h D). 

Un changement de variable réduira à Tunité Tune des fonctions 
C ouD. 

5. Cette nouvelle transformation permet de montrer que Tintégra- 
tion de Téquation générale (i4) peut se ramener à celle de Téquation 

et vice versa. Car si Ton effectue ici la substitution 

(-) r = xg 
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on trouve pour X Téquation 

et il est clair que, par un changement de la variable indépendante et 
par un choix convenable des constantes arbitraires /i, h\ on peut 
ramener Tun à Tautre les deux types (19) et (22). 

6. Nous avons indiqué, dans le cours de cet Ouvrage, et notamment 
dans la théorie des lignes géodésiques, plusieurs cas particuliers dans 
lesquels on peut intégrer Téquation (20) et, par suite, Téquation (i4). 
Nous nous contenterons des rapprochements que nous venons de 
signaler en faisant remarquer que Ton pourra obtenir en quelque 
sorte une suite illimitée d'équations intégrables de la forme (f4) en 
cherchant celles qui admettent des facteurs intégrants de la forme 
suivante 

/ni, m,, . . . étant des constantes et Xj, X,, . . . des fonctions de x. 
Dans un Mémoire sur quelques équations différentielles non 
linéaires, inséré en 1887 au Journal de V École Polytechnique 
[LVII* Cahier, p. 189], M. R. Liouville a développé quelques propo- 
sitions relatives à Téquation précédente, prise sous la forme (17). 
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NOTE VIL 



SUR LA FORME DES UGNES DE COURBURE DANS LE VOISINAGE 

D'UN OMBIUC. 



1. Dans Tétude que nous avons faite à différentes reprises du sys- 
tème orthogonal formé par les lignes de courbure d^une surface, nous 
avons laissé de côté Texamen de la question qui va faire Tobjet de 
cette Note. 

Le problème que nous nous proposons a déjà été étudié par diffé- 
rents géomètres, et notamment par Tillustre Cayley (*). Bien qu'un 
peu spécial par sa nature même, il oiïîre un vif intérêt, parce que sa 
solution complète exige Tapplication des méthodes employées pour 
Tétude des points critiques des équations différentielles par Briot et 
Bouquet et par leurs continuateurs dans ce genre de recherches, 
MM. Poincaré et Picard. Nous allons démontrer ici les résultats que 
nous avons communiqués en i883 à TAcadémie des Sciences (-). 

2. Si Ton place l'origine des coordonnées rectangulaires à Tombilic, 
en choisissant pour plan des xy le plan tangent en ce point à la sur- 
face donnée, Téquation de cette surface prendra la forme suivante 

^'^ ^ a 8 Y 3' a' 

24 o *^ 4 ^ 'i'k 



( • ) A. Cayley, On dijferential Equations and umbilici ( Philosophical Afaga- 
zinej vol. XXVI, p. 373-379 et 44 »-452; i863). Voir aussi the Collected mathema- 
tical Papers 0/ Arthur Cayley, vol.V, p. ii5. 

M. Emile Picard a bien voulu me communiquer les épreuves du tome III de 
son Traité d'Analyse où il rattache l'étude de cette question particulière aux 
théories générales qu'il a développées sur les points singuliers des équations dif- 
férentielles. 

(') Sur les lignes de courbure de la surface des ondes {Comptes rendus^ 
t. XCVII,p. ii33). Voir aussi Annales scientifiques de l'École Normale supé- 
rieurCy 3' série, t. VI, p. 385. 
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OÙ k désigne l'inverse du rayon de courbure principal, les termes non 
écrits étant du 5® ordre au moins par rapport à x el k y, Si nous 
désignons ici par P, Q, R, S, T les dérivées premières et secondes 
de Zy qui entrent dans Téquatiou différentielle des lignes de cour- 
bure, nous aurons 

a ^' ir' 3 Y 3' 

F = kx-\--x^-{- bxy -\ y^-^'J'-F- -^ - J"*r-4- -a^y* -h -^ r^-f-..., 

^ , b ,, a' 3 Y 3' a' 

Q = kY-\-- x^-\-b'xY'\ K*-l- 7:X^ -f- ' x'^y-r- i-a?r*H- — v3^,. 

(2) ( R = A: -h ax -hbjr h — x^ -^ ^xy -f- ^ y^ -f-..., 
I T = A- -h^^'a^ -f-a> -h ^a?* -+- p'ay -4- ?_^ï^.... 

i 2 2 

Portons ces valeurs des dérivées daus l'équation différentielle des 
lignes de courbure 

( (S(n-P«)-PQR]rfar»-H[T(i-HP«)-R(n-Q«)]rf^rfr 
' \ +[PQT-S(n-Q>)]rfr»=o; 

il viendra 

fea7-f-6>-+- ^x^-h{^ — k^)xy ->r ^ y'^ (dx^—dy^) 

^[(b'—a)x-\-(a'—b)y 
(4){ [v ^ ^ ^^ 

-+- ( 2^ -^k^)x^-h(?'-'?)xy-^(--'^-l-kAyAdxdy 

-+- M dx^ ■+- N dx dy -+- M' dy^ = o, 

M, N, M' étant du troisième degré au moins par rapport aux coor- 
données a? et y. 

3. PourTombilic, nous nous trouvons dans ce cas exceptionnel où 

Fèquation différentielle est de degré supérieur par rapport à -^ et où 

le coefficient différentiel devient indéterminé. 

Remarquons d'abord, pour expliquer la méthode que nous allons 

suivre, que, lorsqu'en un point A le coefficient différentiel devient 

indéterminé, on peut considérer ce point, accompagné de toutes les 

tangentes qui y passent, comme donnant une solution particulière 

D. — IV. 29 
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de Véquation différentielle. Si l'on prend, en effet, les polaires réci- 
proques des courbes intégrales, elles satisfont encore à une équation 
différentielle du premier ordre que Ton formera aisément. Et alors, 
au point k y pour lequel le coefficient différentiel est indéterminé, 
correspondra une droite dont le point de contact sera indéterminé, 
c'esl-à-dire une droite {d) qui sera une solution particulière de la 
nouvelle équation différentielle. Par suite, au lieu d'étudier les 
solutions de la première équation dans le voisinage du point A où le 
coefficient différentiel est indéterminé, on pourra étudier les solutions 
de la seconde qui sont voisines de la droite {d), ce qui ne présentera 
de difficulté que pour certains points exceptionnels de la droite* 

Pour appliquer cette remarque, effectuons la substitution si sou- 
vent employée, qui remplace la courbe cherchée par sa polaire réci- 
proque relative à la parabole 

-?^ 

c'est-à-dire introduisons, à la place de x et /, les variables p et u 
définies par les équations 

5) ^=^' u = px—y, 

de sorte que l'on aura 

,r.^ du 

(6) ^=^' y = px-u\ 

et que l'équation de la tangente à la courbe cherchée sera 

Y =/?X — M. 

Avec ces nouvelles variables, l'équation différentielle qui représente 
la ligne de courbure ou, plus exactement, sa projection sur le plan 
tangent, prendra la forme suivante : 

/ X »ï ^«^ Wr ïï ^W* ..du T . 

(7) H^ H-Ka-f-Hi^4-K,a^-hLiu»4-(p=o, 

oii l'on aura 

H = b 4-(26'— a)/?-h(a'— 26)/?«— 6>», 

K=— 6' -h (b—a')p-^b'p^, 

(8) \ 2 a^ 2-^ 2 ^ :à'^ ^ 
K, = A:»— Y H- (p - a p')/? H- (2Y - a'+ A-»)/>«-+- p>», 
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et OÙ les termes contenus dans <p seront du troisième degré au moins 
par rapport aux deux variables u, -j- • 

4. Nous voulons obtenir les solutions pour lesquelles x et/, c'est- 

riti 

à-dire d'après les équations (5) et (6), i/ et -r- sont très petits, la 

variable indépendante nouvelle /? pouvant recevoir des valeurs quel- 
conques. A cet effet, effectuons la substitution 

(9) U = 0LU\ 

3 étant une constante très petite et u' étant supposée finie; Téquation 
différentielle prendra la forme 

, . du' K , Ht du'^ aK, ,du' aL, „ , , 

Pourvu que nous écartions les valeurs de p, pour lesquelles on a 
(II) H = o, 

l'intégration par les séries de Téquation différentielle précédente nous 
donnera une fonction u' développable suivant les puissances de a. Par 
suite, si nous supposons que p varie entre deux limites po, pi ne 
comprenant aucune racine de V équation H = o et si nous supposons 
que u' soit assujettie, par exemple, à rester égale à Tunité pour /> = p^, 
u'sera une fonction continue de a dans tout l'intervalle {pQ9P\)t\. elle 
se réduira, pour a = 0, à la fonction qui satisfait à Téquation 

, . du! Yi . 

Si donc nous conservons cette unique équation, son intégration 
nous conduira nécessairement à une courbe qui sera semblable à la 
ligne de courbure infiniment petite, réserve faite, pour le moment, 
des parties de la courbe qui sont dans le voisinage des points où le 
coefficient angulaire de la tangente satisfait à Téquation (11). 

5. Il convient donc d'abord d'étudier l'équation précédente, iden- 
tique au fond à celle qui a été considérée par Cayley ; l'intégration de 
cette équation nous donnera la solution de ce que nous pouvons ap- 
peler la partie principale du problème. 

Si nous remplaçons les polynômes H et K par leurs expressions^ 
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réquation devient 

du' t'p^^ib^a')p-b' 

^ ^ u' ^ b'p^-^{ib^a')p^-^{a-^ib')p^b ^' 

Les variables sont séparées et Tintégration n^oflre aucune difficulté. 
Au lieu des arbitraires a, b, a\ 6', nous allons mettre en évidence les 
racines du dénominateur 11, que nous supposerons distinctes. Soient 
a, p, Y ces racines; on aura 

Ib = 6'apYî « = b' {i -\- a^ '\' ar^ -¥- Py)> 

a^2b'= b'{a^ -^ ay -h pyX a' = ^'(aapY -+"«-+- P "+- T )^ 
a' — ib =ô'(«-^P-+-Y)> ^ =6'aPY. 

En introduisant les quantités A, B, C déterminées par les formules 
suivantes (*) 

A - _ (L±_iP HL±5ï) a _ I - _ (i + a»)(i+PY) 

'^- (a_p-)(a.-Y) ' (a-P)(a-Y)' 

(iH-Ya)(i-t-Y3) r-,--li±l!)(l±_^> 

(T-«)(ï-P)' (Y-«)(ï-P)' 

réquation deviendra 

du' A dp Bdp Cdp 



(i6) 



u' p — a /? — [J /, — Y 

En intégrant, nous aurons 

(17) a'=M(/>-a)A(;,-P)B(^-Y)C, 

M désignant une constante arbitraire. Si Ton pose 

(i8) p=M(/>-a)A-i(/,-p)B-i(^_^)C-i, 

les valeurs de j; et de j déduites des formules (6) seront 

\ y = ^[— ^?^(p^ - 1) — (i -f- a3 -f- Py -»- Y*)/']- 



( * ) Il résulte de ces expressions de A, B, C que les polynômes K et H ne peuvent 
avoir une racine commune sans en avoir deux. 
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On déduit de ces expressions les formules bien plus élégantes 

l ^ — aar = — (^(/? — a)(i-h/?a)(i-hPY), 
(10) |^_pa: = -«^(^ — 3)(i-f-/?p)(i-t-Ya), 

On voit que la forme limite de la ligne de courbure est loin d'être 
un cercle, comme Tont pensé quelques auteurs. 

6. Nous allons maintenant discuter les résultats précédents et nous 
commencerons par supposer a, p, y réels. 

Introduisons les angles a', p', y' définis par les formules 

(21) a = tang«', p = tangp', y = tangf, 

on trouvera alors 

A=-cot(a'-Y')col(a'-P'), A-i=- . ^ ,'"''^,^''^^'1 m' 

^ • ' sin(a — p)siu(a — y) 

la) { B=-cot(p'-a')cotO'-Y'), B — 1=— -r cos(y'— jO 



sin(p'-a')sin(p'— y') 

G=_coi(Y'-a')col(Y'-P'), C - 1 = - -.—-,^^^^^^=^, — ^' 
^* ' * ^ sin(Y — 3i)sin(Y— p) 

En considérant sur le cercle trigonométrique'les extrémités des six 
arcs 

a', P', Y'. ^+«'- ^+P'. l+i: 

et tenant compte de ce qu'on peut faire tourner les axes dans leur 
plan ou augmenter de ir Tun des arcs a', P',y'» on verra facilement que 
toutes les dispositions différentes de ces quantités peuvent se ramener 
aux suivantes. 

Ou bien il est possible d'enfermer dans un même angle droit les 
trois droites de coefficients angulaires a, p, yj ^^ alors les six angles 
donneront lieu à la disposition suivante 

(') -'. p'. r. î+«'. f + p'. j+Y'. 

quand on les rangera par ordre de grandeur croissante. 

Ou bien il sera impossible d'enfermer les trois droites dans un 
angle droit, ce qui donnera naissance à la disposition 
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En se reportant aux formules (22), on trouvera les signes suivants 
pour les exposants 

A. B. C. A — I. B— I. C — I. 

Disposition I 

Disposition II 

Avec la disposition I, il y aura deux directions asymptotiques de 
coefficients angulaires a et y; car sf devient infini, ainsi que a: et y y 
lorsque p s'approche de a ou de y- Comme y — ^^t y — Y^ devien- 
nent aussi infinies, les branches infinies sont toutes deux parabo- 
liques. 

Lorsque p tend vers p, la courbe passe à l'origine ; on a approxi- 
mativement 

i; = K'(/>-p)B-i, 

^ = K'(/>-?)B-i, 
K', K'^, K"' désignant des constantes. On déduit de là 

B 

(23) j^ — par=La:B-», 

L désignant une quantité finie. Si B n'est pas commensurable, cette 
singularité n'est pas algébrique. 

On trouverait de même, pour les branches paraboliques, les ex- 
pressions approchées 

A c 



(24) y — ax=LiX^-^j (26) ^ — ya: = Lja?^-*. 

hdijig, 91, construite pour l'hypothèse particulière. 

donne une idée de la forme que présentent, dans ce cas, les différentes 
lignes définies par l'équation (12). 

Dans la disposition II, ^ et ^ deviennent toujours infinis quand p 
s'approche de Tune des valeurs «, P,y; mais/ — aa?, y — ^x, y — -^x 
tendent vers zéro. La courbe admet pour asymptotes les trois droites 
issues de l'origine et de coefficients angulaires a, p, y. h^Jig, 92 fait 
connaître la forme qu'affectent, dans ce cas, les projections des lignes 
de courbure. 
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Aucune d'elles, sauf les trois droiles qui sont des solutions particu- 
lières de l'équation difTéreotielle, ne passe à l'ombilic 0. 




7. Supposons maintenant que deux des racines a, p, 7, ^ et -f par 
Fig- 9a. 




exemple, soient imaginaires conjuguées. Alors A et A- 
gatifs, et la courbe a une branche parabolique. 
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Pour fixer les idées, supposons que Ton ait 

Alors en faisant tourner les axes, on pourra supposer 



a = o, 



et les projections des lignes de courbure, représentées par Téquation 

seront des paraboles homofocales. 

L'hypothèse que nous venons de faire est celle qui convient aux 
ombilics des surfaces du second degré. Dans ce cas, en effet, les 
termes du troisième degré dans l'expression de z doivent être divi- 
sibles par les termes du second degré. On a alors 

a = 36', a' = 36 
et Téquation 

b'p^ -f. (26 — a')/?« -h (a — ib')p — 6 = 0, 

qui admet les racines a, p, y> se réduit bien à la suivante 

(6'/? — 6)(/?»-M) = o. 

Nous nous bornerons à ces hypothèses générales, nous contentant 
de signaler, par exemple, le cas où Ton aurait 

i-h a-f = o. 

Cette seule condition entraîne les conséquences suivantes 

A = G = o, B = i. 

Dans ce cas, notre équation difTérentielle admet les solutions 

/? = a, /? = Y' 
qui correspondent à deux séries de droites rectangulaires. 

8. Il nous paraît utile, avant de poursuivre cette étude, d'indiquer 
dès à présent, les conséquences auxquelles conduisent les résultats 
précédents, tout incomplets qu'ils soient encore. Il n'est pas douteux 
que, si une surface a toutes ses lignes de courbure algébriques, la 
petite ligne de courbure que nous venons de déterminer devra être 
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algébrique pour chaque ombilic de la surface. Il sera donc néces- 
saire que, pour chaque ombilic, les trois nonibres A, B, C soient 
réels et commensurables. Cette condition ne sera pas suffisante; mais, 
toutes les fois qu'elle ne sera pas remplie, on pourra affirmer que les 
lignes de courbure ne sont pas algébriques, en général. 

Appliquons cette remarque à la surface des ondes de Fresnel, dont 
les lignes de courbure ont été l'objet de si nombreuses recherches. 

Déterminons d'abord les ombilics de cette surface (*). Pour cela, 
il faut la considérer comme Vapsidale d'un ellipsoïde (E). Nous rap- 
pellerons plus loin la définition de la transformation apsidale. 
Contentons-nous de remarquer ici que c'est une transformation de 
contact et que, comme toutes les transformations de ce genre, elle 
conserve Vordre du contact entre deux surfaces quelconques. Par 
suite, à un ombilic, c'est-à-dire à un point où une sphère a un con- 
tact du second ordre avec la surface des ondes, correspond un point 
de l'ellipsoïde où la surface correspondante à une sphère, c'est-à-dire 
un tore dont le centre coïncide avec le centre delà surface, a un con- 
tact du second ordre avec l'ellipsoïde. Cherchons donc les points de 
l'ellipsoïde pour lesquels, parmi les surfaces osculatrices, se trouve 
un tore concentrique à l'ellipsoïde. Pour les déterminer, remar- 
quons qu'en un point quelconque d'un tore, l'un des plans prin- 
cipaux contiendra l'axe et ira passer par le centre. De plus, l'un des 
centres de courbure principaux sera sur l'axe, l'autre sera le centre du 
cercle méridien de la surface; par suite, le segment formé par ces 
deux centres de courbure principaux sera vu du centre de la surface 
sous un angle droit. 

Ainsi, les points de l'ellipsoïde qui donneront des ombilics de la 
surface des ondes doivent satisfaire à cette double condition que l'un 
des plans principaux aille passer par le centre et ensuite, que le seg- 
ment formé par les centres de courbure principaux soit vu du centre 
sous un angle droit (*). 

Les seuls points pour lesquels la première condition se trouve rem- 
plie sont ceux qui sont situés dans les plans principaux de l'ellip- 
soïde (E). Il résulte de là que tous les ombilics de la surface des 
ondes sont situés sur les ellipses situées dans les plans principaux. 



(*) Cette détermina lion des ombilics a été communiquée en 1878 au Congrès 
tenu à Paris par V Association française pour l'avancement des Sciences. 

(*) M. Mannheim a obtenu le même résultat par des méthodes qui lui sont 
propres. Voir le Cours de Géométrie descriptive de l'École Polytechnique, 
Deuxième édition, p. 334. 
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9. L'équation de cette surface est 

a?' yî jgf 

p« — a^ pi — ^2 pi — et 

p' désignant le carré de la distance à Torigine 
(27) p«= a?*-f-^*-f-2*. 

Considérons, par exemple, les ombilics situés dans le plan des xy. 
En mettant en évidence les coniques sections de la surface par ce 
plan, et en posant 

( V = a?*-i-^*— c*, 
Téquation de la surface devient 

(20) c*2* _H [U -h c« V -^(c^^a^)(c^ — b^)]z^ + UV = G. 

Transportons Torigine en un point de la conique définie par Téqua- 

tion 

U=o, 

et prenons comme nouveaux axes des x et des y la tangente et la 
normale à la conique en ce point. U prendra la forme suivante 

(3o) U = kx^-¥- 2Bxjr -h Cy* -¥■ lEy, 

et la théorie des invariants montre que Ton aura 
(3i) (AG— B»)«= AE», AG — Bî = a«6«, a»-h6« = A-hC. 
D'autre part, V deviendra 

V = (a? — Xo)^-¥- (y — ro)*— c', 

j?o et /o é^^i^^ ^6s ^coordonnées du centre de la conique. On trouve 
ainsi 

(32) V=ar»4-7«H-2 ^^_3^ E -+- — ^^ c«, 

en tenant compte de la première relation (3i). 

Portant ces valeurs de U et V dans Téquation de la surface, nous 
trouvons 

c^z^-hz* (A H-c*)ar»-t-(GH-c*)j''-+-2Barx-i- 2E^ 

"^ AG-B« ^ -^""^^^"^""X"^^ ^^^^J 

L2E A*-+-B* 1 
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Faisons ji= o dans cette équation. Les termes de degré moindre 
en a? et ^ sont les suivants 

zt ?!zi^(Bî— AG)4-(A«-hB«-. Ac«)3?«. 

iV 

Egalés à zéro, ils donneraient les tangentes asymptotiques au point 
considéré. Pour que ce point soit un ombilic, il faudra donc que l'on 
ait 

ce qui donne 

(33) c«=A-h ^^* 



AJ-i-B»— AG 



Le développement de / ne présente d^ailleurs aucune difficulté et 
nous donne 

A AB 

(34) y = p (a7«-+-^»)H- ;-^ (j?'— a7^«)-i-aar*4- pa:«5« -h f «*-+-.. •» 

de sorte que Ton peut appliquer les résultats obtenus plus haut. 

On a ici 

6 = a' = o, a = — 3 b', 
ce qui donne 

« =— /5, P = o, Y =/5, 

A=?, B = i. C = 3. 

L^équation tangentielle des lignes de courbure dans le voisinage de 
Tombilic est donc, / désignant une constante, 

Elle représente des courbes de la cinquième classe. On a ici 



V = 



^i(^t_5)î (r = 4^/>. 



Donc rintersection de la courbe avec une droite 

hx ■+- h' y = i 

sera déterminée par Téquation 

[A(/>*-i) + 4A>?=7/>H/>'-5)», 

qui est du dixième degré en p. Ainsi les lignes de courbure sont 
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semblables, dans le voisinage de rombilic, à une courbe du dixième 
ordre et de la cinquième classe. 

Ce résultat ne permettait pas d^affîrmer que les lignes de courbure 
de la surface des ondes ne sont pas algébriques. Nous verrons dans la 
Note suivante comment on peut lever toute difficulté et trancher 
cette question. 

10. Après cette application particulière, revenons au cas général 
et étudions la ligne de courbure dans ces régions que nous avons ex- 
pressément réservées, c'est-à-dire pour les valeurs de p voisines d'une 
des valeurs singulières a, (3, y qui annulent le polynôme H. 

Supposons, par exemple, que Ton veuille étudier la ligne de cour- 
bure dans le voisinage de la valeur 

/? = a. 

Pour plus de netteté, nous introduisons une variable auxiliaire />' 
définie par la quadrature 

,,^, K . Kdp Bdp Qdp Xdp' 

(35) —Tï^P= ^H ^H —= r-> 

H ^ p — a /> — p /?-Y p' 

qui donne évidemment pour p' une valeur de la forme 

/>' = /'i(/> -«) ■+-/>', (/>- «)*-^- • • 

et pour/? — a une série 

I , 
p -^ OL =z -y p' -h 

Po 

Cette série sera convergente pour des valeurs suffisamment petites 
de p'; on peut, si Ton veut, remplacer /?q par l'unité. Avec celte nou- 
velle variable, Téquation de la courbe que nous avons étudiée dans les 
numéros précédents deviendra 

u = M/?' A. 

Quant à Téquation difTérentielle, il est évident qu'elle prendra la 
forme suivante 

/OCX f ^" 4 u/ ^"' IJ-f ^" ¥/ • 

(36) p _-A« + H.^+K',«^,-HL;a»+o = o, 

H',, Ki, L', étant des séries convergentes ordonnées suivant les puis- 
sances de/?' et <p étant du troisième ordre en a, -t—,; cette fonction 9 
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contiendra, d'ailleurs, p' , Nous avons à étudier les solutions de cette 

équation pour lesquelles les trois variables ^y-r-, et/?' sont infiniment 

petites. Cela résulte évidemment des expressions de a? et de ^ et de 
riiypothèse ajoutée que p est voisin de a. Dans ces conditions les 
trois termes de degré moindre, dans Téquation précédente, sont évi- 
demment les suivants 

(37) P-^,^ -Aix, po^r,. 

Po étant le terme constant dans la série ^^.\, Pour que Téquation soit 
vérifiée, il faut que deux au moins de ces termes soient du même 
degré, le troisième étant de degré supérieur ou égal. 

11. Si les deux premiers termes sont seuls du même ordre, u est 
de Tordre de p*^ et le troisième terme est de Tordre de /?'*^~*. 11 fau- 
dra donc, pour que les deux premiers termes puissent être du même 
ordre, que la partie réelle de A — 2 soit positive. 

Supposons cetle condition remplie : l'application pure et simple 
des méthodes données par Briot et Bouquet dans le § IV de leurs 
Recherches sur les propriétés des fonctions définies par des équations 
différentielles {Journal de l'École Polytechnique y XXXVI" Cahier, 
p. i33) suffira à montrer quUl y a une infinité de solutions de Téqua- 
tion différentielle pour lesquelles u est de Tordre de p'^ et qui ont 
pour expression approchée 

u = Go/?'A, 

Cq désignant une constante quelconque. On peut aussi raisonner 
comme il suit : 

Effectuons la substitution 

(38) a = ^7?'A, 

Téquation différentielle deviendra, après la suppression du fac- 
teur/?'^. 

Elle pourra être résolue par rapport à p' -j—f et donnera une valeur 

up 
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de la forme 

(4o) p'^^=Mp«-hNp»-4-..., 

M, N étant des fooclioDS de p' dont tous les termes contiendront en 
facteur, soit p\ soit/?'^~*. Cette équation, il est aisé de le reconnaître, 
admet des solutions t^ prenant une valeur arbitraire pour/7'=o et 
développables suivant les puissances entières de />' et de p'^-^ (*). 

(*) Considérons d'ane manière pins générale une équation de ia forme sui- 
vante 

P ^ -fK^^PfP'^'i •..»/'"0» 

où m, m,y . . ., m^ sont des exposants à partie réelle positive et où /désigne une 
série dont tons les termes contiennent soit /», soit Tune des puissances /?"*< en 
facteur. Proposons-nous de chercher si cette équation admet une solution déve- 
loppable suivant les puissances de /?, /»**!, /»"*>, ..., />"*!. On reconnaîtra d'abord 
que l'on peut choisir arbitrairement la valeur initiale de 9 et que tous les autres 
coefficients de la série se déterminent en fonction du premier. Posons, en effet, 

/>"•=/>.; 

Téquation pourra s'écrire 

dv dv àv ^. 

En donnant à v une valeur arbitraire y, et en égalant les coefficients des pro> 
duits p^fP°^* "'iPk** ^^^^ 1^ deux membres, on pourra, de proche en proche, 
déterminer tous les coefficients de la série cherchée. Pour démontrer maintenant 
que cette série est convergente, remplaçons tous les coefficients de / par leurs 
modules, tous les exposants m^. dans le premier membre par leurs parties réelles 
positives, la valeur initiale Vo par son module. Toutes ces substitutions ne pour- 
ront qu'augmenter les modules des coefficients dans la série qui doit représenter v. 
Il en sera de même encore si nous remplaçons ensuite / par le quotient 



p 


àf 
dp 


-*-m,p, 


àf 
àp. 


-+-.. 


'-^"^kPk 


àf 
àPk 








I 









Or, après toutes ces substitutions, il nous reste une équation que nous pouvons 
intégrer à vue et dont l'intégrale est fournie par la formule 

où / est une série dont tous les termes contiennent l'une au moins des variables 

Pj P^^ •••» A« 

Le développement de v par la formule de Lagrange sera convergent tant que 
Pj Po • "y Pk seront suffisamment petits; et il donnera des limites supérieures des 
coefficients de la série obtenue pour Vy série qui sera, par suite, aussi conver- 
gente. 
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12. Supposons maintenant que la partie réelle de A — 2 soit néga- 
tive. Alors les deux premiers termes (87) devront être du même 
ordre que le troisième, et Ton aura nécessairement 

(40 a = i^/>'«, 

('demeurant fini pour p'=:o. En substituant dans inéquation (36), 
il vient un résultat de la forme suivante 

(42) />'^-t-(2-A)PH-p(2i^4-/>'^y4-/>'^(/>', i',/?'^,) =0. 

Pour p'=:o, on a, écartant le cas où ^q serait nul, 

A-2 

o :^ . . 

4?o 
Nous poserons donc 

A — 2 

et nous obtiendrons pour w une équation de la forme 



(A — 2 ) iv -h ( 



^-')p'^'^^?'^{"'+p'^)+p''^^{p'''^'P'^^)='>- 



On peut toujours résoudre cette équation par rapport kp'-^,f ce 
qui donnera un résultat de la forme suivante : 

(43) ^_ = .__^^...., 

les termes non écrits contenant tous en facteur, soit/>', soit w*. 
Les équations de la forme précédente admettent toujours, comme 

2 A 

on sait, tant que -r n'est pas un entier positif, une solution holo- 

morphe 

(40 «' = ?(/>'), 

se réduisant à zéro avec/>'; mais elles peuvent admettre d^autres so- 
lutions s^annulant encore avec p' lorsque la partie réelle du quotient 



A-i 
est positive. 

Posons 

A = A'-4-*B'; 
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la partie réelle de ^-^T" ^^^^ 

(A'- £;»-+- B'« 
Si Ton a 

i<A'<2, B'*<(2-A'){A'-i), 

réquatîon (43) admettra des solutions dont la partie principale sera 
donnée par la formule 

t-A 

Co étant une constante quelconque, ce qui donnera pour u la valeur 
approchée 

(45) u= ^-2yi+Co/>'^^, 

les termes non écrits étant de degré supérieur à Tun ou Taulre de 

ceux que nous mettons en évidence. 

La ligne de courbure passera à Tombilic, mais elle n^y aura pas la 

même singularité que la courbe étudiée aux n®* 5 et 6, et qui lui est 

homoihétique dès qu^on s'éloigne de la région pour laquelle />' est 

voisin de zéro. 

Si Ton a 

i<A'<îi, B'«>(2-A')(A'-i), 

alors la ligne de courbure ne passera pas à Tombilic, bien que la 
courbe qui, partout ailleurs, lui est homothétique, y passe efTeciive- 
ment. 

Enfin si Ton a 

A'<i, 

alors la ligne homothétique se comporte comme la ligne de courbure, 
en ce sens que ni Tune ni Tautre de ces courbes ne passent à Tom- 
bilic. 

Nous avons laissé de côté le cas exceptionnel où -r serait un 

entier positif. On sait qu'alors Téquation (43) admet une infinité 
d'intégrales s'évanouissanl avecp'; et il résulte d'un théorème démontré 
par M. Poincaré dans une JVote sur les propriétés des fonctions dé- 
finies par les équations différentielles insérée au XLV* Cahier du 
Journal de l'Ecole Polytechnique y que toutes ces intégrales sont 
holomorphes en p^ et p'Lo^p', Ici encore la ligne de courbure et la 
courbe homothétique passeront à l'ombilic sans y avoir la même sin- 
gularité. 
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Lorsque Texposant A est réel, on se trouve dans le cas étudié par 
M. Picard; les deux courbes passent, ou ne passent pas, en même 
temps à Tombilic. Mais lorsqu'elles y passent, elles n'ont pas né- 
cessairement un contact du même ordre avec leur tangente commune. 

Toutes ces conclusions ne sont nullement contradictoires et s'ex- 
pliquent aisément à Taide de certains exemples particuliers. Si Ton 
prend, par exemple, les courbes définies par Téquation suivante : 

(46) u = Co/>« ^{p) H- Clp^^{p\ 

où Co désigne une constante arbitraire, <p(/?) et ^{p) étant des fonc- 
tions holomorphes de/?, nes'annulant pas avec/?, on reconnaît immé- 
diatement que, pour Cq très petit, les courbes deviennent semblables 
à celle qui est représentée par Téquation 

Néanmoins, lorsque/? tend vers zéro, le second terme peut devenir 
prépondérant, ou même infini, suivant la valeur de a. 



U. — IV. 3o 
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NOTE YIIL 



SUR LES LIGNES ASYMPTOTIQUES ET SUR LES UGNES DE COURBURE 

DE LA SURFACE DES ONDES DE FRESNEL. 



1. Depuis Fresnel el Ampère, un très grand nombre de géomètres 
ont publié sur la surface de Tonde des travaux importants. Une mo- 
nographie complète de cette surface mériterait d'être entreprise. Mais 
il ne faut pas se dissimuler qu'elle serait fort étendue, car elle aurait 
à faire des emprunts à bien des théories différentes, soit en Analyse, 
soit en Géométrie. Dans cette courte Note, nous nous proposons seu- 
lement de former et d'étudier les équations différentielles des lignes 
asymptotiques et des lignes de courbure, en considérant la surface de 
l'onde comme Vapsidale d'un ellipsoïde à trois axes inégaux. 

Nous avons vu au Livre VIII, Chapitre YIII, comment on peut 
rattacher certaines transformations de contact à la considération de 
deux équations, les équations (17) de la page 172, entre les coordon- 
nées Xyy^z\ X, Y, Z de deux points correspondants m, M. Si l'on 
prend, pour ces équations, les deux suivantes 

où les coordonnées des deux points entrent symétriquement, il faudra 
leur adjoindre, diaprés la théorie que nous avons développée, les 
quatre relations 

( x-\-pz — \i\^p7.) = o, l X-+-PZ-4-X(x-4-P^) = o, 

^^^ ( 7-f-^^-X(Y-f-grZ) = o, ^^^ ( Y-hQZ-+-X(7-+-Q5) = o, 

qui dérivent des équations (21) el (22) données à la page 174 et où 
P, Q, /?, q ont la signification déjà indiquée. Ces équations nouvelles, 
jointes aux précédentes (1), définiront complètement la transformation 
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à laquelle on a donné le nom de transformation apsidate. Pour 
connaître les propriétés de celte transformation, il suffit de les inter- 
préter géométriquement. 

Soit toujours {s) la surface décrite par le point m et (S) la surface 
correspondante décrite par le point M. Les équations (2) expriment 
que la normale à (5) admet pour paramètres directeurs 

X — XX, y — XY, -5 — XZ; 

et les équations (3) expriment de même que les paramètres directeurs 
de la normale à (S) sont 

X -f- X 07, Y -h X^', Z H- X 3. 

De ces remarques si simples, on déduit immédiatement les pro- 
priétés suivantes, bien connues, de la transformation apsidale. 

Les deux rayons vecteurs^ égaux et rectangulaireSy <3M,0/?ï, 
qui joignent V origine aux points correspondants, les deux nor- 
males en M et en m sont quatre droites dans un même plan. 

Les normales en M et en m sont perpendiculaires, 

2. Admettant toutes ces propriétés qui définissent évidemment la 
transformation, nous allons indiquer des formules simples permettant 
de passer d^une surface à sa transformée. 

X, y, z désignant des coordonnées d'un point quelconque m d'une 
surface (5), écrivons Téquation du plan tangent sous la forme 

(4) />X-+-yY-+-rZ = i; 

p, q^ r seront des coordonnées tangentielles, vérifiant les deux rela- 
tions 

l px-^ qy -^ rz ^\, 

(^) \ j j j 

( p dx -f- q dy -\- r dz -=^0, 

Si maintenant on introduit trois quantités nouvelles />', ^', /' par 

les relations 

( 7 5 — r^ -+-/>'= o, 

(6) ' rx — pz-\' q' —o, 

( py — ^^^ '' = o> 

/>, 7, r, p^ ^ q\ r' seront les six coordonnées de la normale (n*» 139). 

Ainsi les neuf quantités x^ y^ z\ p^q, r\ y>', q' ^ r' déterminent le 
point, le plan tangent et la normale. La surface décrite par le 
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point {PjÇj r) est la polaire réciproque de la proposée par rapport 
à la sphère concentrique à l'origine et de rayon égal à V unité. 
L^équalion difTérenlielle des lignes asymptotiques est 

( 7 ) dp dx -h dq dy -^ dr dz ~ o, 

et celle des lignes de courbure (n° 139) 

(8) dpdp' -\- dqdq'-{- drdr'=o 

Désignons par des capitales les quantités analogues aux précédentes 
et relatives à la surface transformée (S). Aux équations (i), on devra 
joindre les suivantes 

I' px-^ qy ^ rz = r, PX -f- QY H- RZ = i, 

X/?'h- Yy'-+- Z/' = o, !>' -h Qq' -h R/' = o, 

Vp -h Q<7 H- l\r=z o, P> -h Q'q -h RV = o, 

d'où l'on déduira les valeurs suivantes 

, , ) n - '^f'' ~ P^'' y _ p'z — r'x 

V/G y/G 

G étant défini par Téqualion 

(II) G =/?'«-+- y'2 -h r'«= P's-hQ'M R'2. 

Les formules précédentes conduisent aux deux relations 

j P/? -hQ<7 H- R/=o, 
^'^^ ' ( P2 -f- Q-^ -h K* =7?»-i-y2-i-r«, 

qui, comparées aux formules (i), mettent en évidence une propriété 
bien connue de la transformation apsidale : Quand deux surfaces se 
correspondent dans cette transformation, il en est de même de leurs 
polaires réciproques par rapport à toute sphère ayant son centre 
au pôle de la transformation, 

3. Appliquons ces propriétés générales au cas où la surface {s) est 
un ellipsoïde (E) défini par l'équation 

^î 1-2 -2 

^ ^ abc 
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On aura ici 



[ p'={b-'C)qr, q'=(c — a)pr, r' = (a —b)pq. 



y 

(,4) {''-a '- b' ' - c' 



a 



Prenons comme coordonnées curvilignes p et a le carré du rayon Om 
et le carré de la distance du centre au plan tangent en m\ c'est-à-dire 

posons 

ix^-\-y^-\- 2* = p, 
:r* v« z^ I 
/>«-+- 9*4- r* = — -1-^-1--- = -. 

D'après les propriétés de la transformation apsidale, ces variables a 
et P conserveront la même signification, quand on passera de m au point 
correspondant M; mais elles ont l'inconvénient de ne pas conduire à 
des expressions simples de jr,y, 3. En résolvant, par exemple, les 
équations (i3) et (i5), on est conduit, pour les coordonnées x^ y, 5, 
à des expressions telles que la suivante 



a 

X' = 



{a — à){a — c) 



(ï-'— 0- 



Pour éviter cette difficulté, nous introduirons deux nouvelles va- 
riables a' et p', dont nous verrons plus loin la signification géométrique, 
et qui sont liées aux précédentes par des relations que Ton peut com- 
prendre dans l'identité suivante : 

L'équation 

où M est indépendant de i, et où / {^) est le polynôme suivant du 
troisième degré 

doit avoir lieu pour toutes les valeurs de \, 

Si l'on pose, en effet, pour abréger, 

(18) a-\-b -\-c = hy ab -i- ac -h bc = ky abc = l, 
ridentîté (16) équivaut aux relations 

(19) M(«-+-a')=X:-PP', 

f M = A — p — p'. 
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qui déterminent M, 2', p' en fonction de a et de p. On peut d'ailleurs 
faire le calcul en se servant de Tidentité même. Si Ton y remplace ( 
par a, on aura, pour déterminer p', Téquation 

(20) a— ^=:— 7- . 

' * a(a — p) 

Puis les équations (19) donneront 
(21) M = A-p-?', «'=j^- 

Nous emploierons simultanément, dans la suite, les quatre va- 
riables a, p, a', p', en revenant, toutes les fois qu'il sera nécessaire, aux 
relations précédentes ou à Tidentité (16) qui les contient toutes les 
trois. En particulier, nous nous servirons souvent des relations sui- 
vantes 

^''""M *'(»'- P)(«'-?')=/(=t'), ^ (/(P')=-M(p'-a)(P'-a'), 

obtenues en remplaçant \ successivement par a, a', ^, p', et de celles-ci 

|a(a— p)(a — P') = M(a — a)(a — a'), 
6(6-P)(*-p') = M(6-a)(6-a'), 
c(c-p)(c-p') = M(c-a)(c — a'), 

obtenues de même en remplaçant ; par a, h, c. 

W. En tenant compte de toutes ces relations, on trouvera facilement 
pour /?, q, r, x,y, z, p', q' , r' les expressions suivantes sous formes de 
produits 

= f = . /ÏEEIFEH«Ï = i / li-a-^nf^^ 

p a y (a — ajf(a) V aaa'(a -?)/'(«) ' 

l_z _ / (ji-axa'-ô ^ , //(c-a-)(P-a) 
V c y (a-c)/'(c) V caa'(c-P)/'(c ' 

'''='^V/(«-7)/'(«)' 
(26) lo'= Kl/- ''~' -, 



v(c-r)/' 



(c) 
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K ayant pour valeur 

(a7) K = (P-a)^/^ïE = i^^,(P-a)(r-a'). 

Portant ces valeurs de p, g y r,p', g', r' dans les formules fondamen- 
tales (lo) et remarquant que Ton a ici 

(28) G=/?'«4-^'«-4-r'«=i^=^, 

oc 

on trouve, pour les éléments X, Y, Z, P, Q, R relatifs à la surface des 
ondes, les valeurs suivantes 

V _ PiSL-zll - i / /(«-^)(«-a') 



(ao) 



Y ^ gjb-?) ^ Il 
i/G V 



(&-P)(6-a') 



(3o) Q = 



y/G V b^f\b) 

( P = ^^"-°') = , / (P'-«)(a-a) 
l a /G V «/'(«) ' 



r^V 



j^ _ /-(c — a) 






a /G 

P', Q', R' étant, nous l'avons vu, respectivement égaux, dans tous les 
cas, à p'^g', r\ 

5. Des formules précédentes, on déduit un grand nombre de rela- 
tions, parmi lesquelles nous signalerons les suivantes 

XJ \% Z2 

X.-^Y.-HZ. = p, _^+ + =,. 

(3i) i t^ {^ r 

' ^^* ^Y^ gZ^ _ aX« ^>Y« cZ« _ 

et aussi 

^ ^ ^ I P* Q* R* 

^ a I I i I I I 

(32) \ CL a a b a c 

ps Qs Rs P« Q« R« 



a— P'6 — P'c — y « — « b — a c — oL 
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L'élimination de ^ entre les deux équations de la première ligne (3i) 
donnerait, par exemple, Téquation de la surface. L^analogie des deux 
autres équations (3i) montre immédiatement la signification géomé- 
trique de cl'. Le rayon OM prolongé ira couper la surface en un second 
point M', et Ton aura 

(33) OM' = v/â^, comme OM = /fi. 

Ainsi p et a' sont les carrés des deux rayons vecteurs dirigés suivant 
le diamètre OM. 

Les équations (82) se déduisent des précédentes si Ton remplace 

X, Y, Z, a, b, c, p, a', 
respectivement par 

a c OL ^ 

La surface décrite par le point (P, Q, R) est donc la surface des ondes 
relative à Tellipsoïde (E') 

(34) ax^-h by^-hcz*= i. 

Comme cet ellipsoïde (E') est polaire réciproque de Tellipsoïde (E) 
relativement à la sphère de rayon i ayant Porigine pour centre, le 
résultat précédent est simplement la conséquence de la proposition 
générale indiquée plus haut relativement à Tapsidale de la polaire 
réciproque. 

On voit ainsi que, si Ton mène à la première surface des ondes un 
plan tangent parallèle au plan tangent en M, la distance de Torigine à 

ce plan tangent sera y/p'. 

Ainsi y^a, ^J^ sont les distances à deux plans tangents parallèles. 
Les deux remarques que nous venons d'indiquer rattachent ainsi g^éo- 
métriquement les variables introduites a', p' aux variables primitives 
a et p. 

6. Ces points étant établis, nous allons former en premier lieu l'é- 
quation différentielle des lignes asymploliques de la surface des ondes 

(35) d? dyi-\-d(:id\ -^dKdZ = o. 

Pour effectuer le calcul avec simplicité, nous ferons usage des formules 
telles que la suivante 

(36) PX = (^-P)(^-P') ^ M(a-a)(a-a') ^ 

f\a) «/'(«) 



SUR LA SURFACE DES ONDES DE FRESNEL. 47^ 

que le lecteur établira sans difficulté. Comme on peut écrire Téqua- 
tion (35) SOUS la forme 

dP d\ 






on aura, en employant les formules (29) et (3o), Téquation différen- 
tielle 

n r d^ ad^ ir d^' ^^« 1-0 

15 ^^ [a - p "^a'Ca-a')] [a- p' "*■«(«-«)]-'*• 

En utilisant successivement les deux expressions différentes (36) de 
PX, on obtiendra le résultat suivant 

(37) l=^'rf.rfp-^^rfa'^P'=o. 

Les deux relations (22) permettent encore d'éliminer/(a), /(a') et de 
ramener Téquation précédente à la forme 

^^ a(a-p)~ a'(a'-p')" 

Mais cette équation différentielle contient toujours quatre variables oc, 

p, a', p'. Nous allons voir comment on peut éliminer deux d'entre elles. 

D'après l'identité (16), oe et a' sont racines de l'équation du second 

degré en t 

^(^-P)(^-P')-/(0=o. 

Différentions totalement cette équation. En désignant son premier 
membre par 7(/), nous aurons pour chacune de ses deux racines 

cp'(0 dt = ti^t— p') d^->rt{t — P) û?p', 

ce qui nous donnera, en remplaçant successivement t par a et par a', 

j cp'(a)rfa= a(a-p')rfp^ a(a-p)<3', 

On a d'ailleurs 

(40) ?(0= 4(*-a)(r-a') 

et par suite 

(40 ?'(«)=-?' *')=^(i-"î)' 
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Ed divisant donc membre à membre les deux équations ( 89 ), on aura 

ce qui établit une relation homographique entre les deux coefficients 
différentiels -r-,^ -,^,» En chassant les dénominateurs on trouve 

«'(«'— p') d% d^ -4- a(a - [3) t/a' d^' 

-h a'(a'— p) d% d}'->r a(a — p') rfa' rfp = o. 

Les deux premiers termes ayant une somme nulle pour les lignes 
asymptotiques, en vertu de Téqualion (38), on voit que cette équation 
est encore équivalente à la suivante 

(42) ' ^ 



a(a-p') a'(a'-p; 

Il ne reste plus qu^à multiplier ou à diviser membre à membre les 
deux équations (38) et (42) pour obtenir les deux suivantes 



a2(a-P)(a-p') " a Ha- pM»'- - ?') 
d^ ^p'g 

qui, en tenant compte des identités (22) et (28), se ramènent aux 
suivantes 

(i3) ''"' ''"" 



(44) 



«A») «'/(a') 



' \ * 



OÙ les variables sont séparées. On reconnaît dans l'une et dans Tautre 
Téquation d'Euler dont rintégrale peut revêtir tant de formes diffé- 
rentes. 

Ainsi, les lignes asymptotiques de la surface des ondes sont des 
courbes algébriques. Cet important résultat est dû à M. Lie, qui Ta 
signalé d'abord dans sa Note Sur une transformation géométrique^ 
présentée en 1870 à l'Académie des Sciences {Comptes rendus, 
t. LXXI, p. 579). M. Lie Ta établi pour la surface de Kummer, qui 
comprend la surface des ondes comme cas particulier. Les lignes 
asymptotiques de celte surface ont été étudiées par MM. Klein et Lie 
dans une Note : Ueber die Haupttangentencurven der Kummer'- 
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schen Flàche vierten Grades mit 16 Knotenpunkten, insérée en 1870, 
p. 891-899, aux Monatsbericlite de Berlin. 

7. Avant d^étudier l'intégrale de Téqualion précédente, nous allons 
étendre un peu les résultats obtenus. Conservons toujours les 
quatre variables a, p, a', p' liées par les identités (22) à (2^) et 
cherchons s^il existe des surfaces pour lesquelles les six variables X, 
Y, Z, P, Q, R soient exprimées par les formules suivantes 

X = CA(rt — a)"»(a — a')'«'(« — ?)"(« — ?')'*'. 

(45) { Y = C,A(^> — aj'^Cô-a')"»^^ — P)''(6 — P')«', 
Z = C, A (c — a)'« (c — a')"»' (c — p)« (c - P')'*', 

(46) I Q = Cl A/X6) ^^ " ^)""(^ - ^0-"X6 - P)'-^(6 - PO^-»', 

où A désigne une fonction arbitraire de deux des variables a, p, a', p'; 
C, Gj, Cj, m, n, m', n' des constantes quelconques; ces formules com- 
prennent comme cas particulier celles qui sont relatives à la surface 
des ondes. Il sera nécessaire et suffisant que les valeurs précédentes 
vérifient identiquement les deux relations 

PX-f- QY -h RZ =1, 
P f/X -+- Q ^/Y -h R rfZ = o. 

La première résulte immédiatement des formules 

(a-p)(a-p') 



PX=: 



f\a) 



(47) <QY- j,,^^^ 

^^- — 71^) ' 

conséquences des équations (45) et (4^). 

Quant à la seconde, elle nous donne, par un calcul facile, la con- 
dition suivante 

d\ (a_p)(a_8'), ,(a'— p)(a'-p') , , 

A y(a) /(a) 
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OU, en tenant compte des identilcs (22), 



dk di , d'y. 

— — \- m h m — r = o. 

A a a 



(48) 



On peut donc prendre 

et il vient, pour la surface cherchée, les formules définitives 

Y = C.(*^)'"(VT;f')"''(6-?r(6-P')«-. 

1 -07^, (^r (^r <°-^>-<-p'>-- 

<*) ,<î-^7Tït('-^)""('-^)""('-'>-<'-^''--' 

On retrouverait en particulier la surface des ondes en faisant 



(5o) 



m = 0, 


//l = - j Al = - ) 
2 2 


n' = o; 


y/a /'(a) 


c- ^ 

Cil = ^ - . i 


C- ^' 



Appliquons à ces formules plus générales (48) et (/Jq) la méthode 
qui nous a réussi dans le cas de la surface des ondes et formons l'équa- 
tion différentielle des lignes asymplotiques 

2 (a — P)( a— ^^) r n^3 n' d'^' ma d i m' a d%' "1 

/'(«) L P — « "^ P' — ^* "*" a(^a— 'rïT"^ a'(a'-- a)J 

[ p_a'~^ p^r^;; a(a — aj ^'ZT^)]-"' 

Effectuons les sommations en remplaçant, dans tous les termes où se 
trouvent les seules différentielles e/a, e/a', le produit (a — P)(a — p') 

par la quantité égale 

/{a — a)ra — a') 

aaa' 
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Nous aurons Téquation différentielle 



-h m{in — i)— '-^ — h m (in — j ) 



"h m {-in — i)-r-—, — ^-^- ■+■ m {m — 1) , ^ 



-4- -r—(a — a ) -r.- — ■ H 7- (a — otj 



a«a' /(a) aa'=s ^ /(«') 



= o. 



Remplaçons maintenant doL, o^a' par leurs valeurs déduites des équa- 
tions (89) où l'on remplacera «p'(a), <?'(»') par leurs expressions (40- 
A.près les réductions, le terme en d^d^' contiendra un coefficient nu- 
mérique, qui sera 

2(m — m' )( m -h m' -^ n -h n' — i). 

Si l'on veut que l'équation différentielle ait encore ses variables 
séparées, le coefficient précédent devra être nul. Ecartant l'hypothèse 
/72 = m' qui conduirait à des surfaces déjà étudiées au n° 112 [I, p. 14^], 
nous supposerons 

(5i) m -4- m' -4- n -1- n' = I . 

Alors l'équation différentielle se réduira encore, après la suppression 
du facteur 



— , 
a — a 



à la forme simple 

identique à celle que nous avons obtenue dans le cas de la surface 
des ondes, pour laquelle d'ailleurs la relation (5i) se trouve vérifiée 
par les valeurs correspondantes de m, /i, w', n' . Ainsi nous obtenons 
une classe de surfaces se rattachant à la surface des ondes et dont 
les lignes asymplotiques se déterminent toutes par l'intégration de 
l'équation d'Euler. Ces surfaces seront algébriques, ainsi que leurs 
lignes asymptotiques, toutes les fois que les exposants m, n, m', n' 
seront commensurables. 

8. Parmi les différents procédés d'intégration de l'équation d'EuIer, 
voiciy ce nous semble, celui qui convient le mieux à notre sujet. 
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61, 6s, O3 désignant des fonctions de deux variables, considérons la 
famille de courbes définie par Péquation 

(53 ) 6, v/ë[-+- Oj /^H- O3 /cl= G, 

où Cl, Cs) C3 désignent trois constantes dont la somme est nulle 

(54) Cl -4- Cj -4- Cs = G. 

L^équation différentielle de cette famille de courbes se forme sans 
difficulté, car on a 

d^i^cl-^ d^i^cl-h d(iz^cl= G, 
ce qui donne 

/cl yfc<i /c^ 



et par suite 

( 55) (Oj rfOa — 6, É?0,)*-h (O3 d^^ — 61 ^63)* 4- (Oi rfO, — 6, û^i)* = o, 

ou encore 

(55)' ( 0* -4- OJ -+- ej ){d^\ -4- É^O* -f- É^OJ ) — (61 c^O, 4- 0, €/04-+- O3 d^^ )* = o. 

Si Ton suppose que Ton ait 

OÎ-hOj + Oi = i, 

Téquation différentielle prendra la forme encore plus simple 
(5G) d^\ -\- disX -If d^\ =0; 



et si Ton pose 



0, 



(5:) / 0, 



e. 



elle deviendra 

(58) 



=4/*"" 


-p)(a-fj') 


V 


/'(«) 


-l/'- 


-?)(*-?') 


V 


/'(*) 


=iA- 


-?)(c-r) 




rf3'« 



C'est précisément l'équation que nous avons rencontrée, et dont l'in- 
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tégrale pourra par suite se mettre sous la forme 

( /PX/<a-A-)(*-c) 

(59) \ 

( -4-/QYv/(6 — X:)(c — a)-+-/RZ/(c — A:)(a — 6)=o, 

où k désigne une constante arbitraire quelconque et où nous avons 
tenu compte des formules (47) données plus haut. 

9. ^interprétation géométrique de Téquation (Sq) est facile à 
donner si Ton introduit le complexe auquel appartiennent toutes les 
normales d^une famille d^ellîpsoïdes homofocaux, et qui est formé par 
toutes les droites qui coupent les trois plans de symétrie et le plan de 
Pinfini en quatre points dont le rapport anharmonique est constant. 
Nous appellerons un tel complexe un complexe de Chasles, Et alors 
on pourra traduire sous la forme géométrique suivante le résultat que 
nous venons d'obtenir : 

En tous les points de chaque ligne asymptotique de la surface, le 
plan tangent à la surface est tangent au cône d'un complexe de 
Chasles dont le tétraèdre fondamental est formé par les plans de 
symétrie et le plan de V infini. 

Si Ton veut, par exemple, obtenir les deux lignes asymptotiques 
qui passent en un point de la surface, on construira les deux cônes 
du second ordre ayant leur sommet en ce point, passant par les 
quatre sommets du tétraèdre fondamental et tangents au plan tangent 
de la surface en ce point. A chacun de ces cônes correspondront un 
complexe de Chasles et une des deux lignes asymptotiques cher^ 
chées, 

10. Il est naturel de se demander si la construction précédente 
s'applique à d'autres surfaces. En revenant aux notations de Monge 
et désignant maintenant par pet q les dérivées de z considérée comme 
fonction de x ei y, le problème peut évidemment se formuler comme 
il suit : 

Chercher les surfaces pour lesquelles l'équation 
(6o) /ôTs -f- /— ^px -{- /— Y^ V = o, 

otÂ les constantes «, P, Y satisfont à la relation 
(6i) a-i-p-+-Y = Oî 
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est r intégrale générale de V équation différentielle des lignes asym- 
pto tiques. 

Nous avons vu plus haut, au n^ 8, comment on élimine les con- 
stantes OL, p, Y* ^" ^^^ ainsi conduit à Téquation difTérentielle 



(62) 



dz^ {dpxY- (dqy)^ 



\(z—px — qy) = [d(z --px — qy)]*. 



z px qy 

Or, pour une ligne asymptotique, on a 

i dpdx -\- dq dy = o, 

( df/D* = (5*— r/)^/^», dq^ = {s^^rt)dx^, dpdq = — (5^ — rt)dxdy, 

et, par suite, 

(64) [d{z — px ^ qy)Y = {s^— rt)(x dy ^ y dx)^. 

Tenant compte de ces diverses relations, on mettra réquation dif- 
férentielle (62) sous la forme suivante 

[(s^^rt)xyz-^pq{z^px — qy)] 
(65) 



X 



I ( z — px) *^ dx^-h {z — qy) — dy^ — 7.x/^ dx dy\=o. 



On a ici le choix, entre deux hypothèses bien distinctes. Si le 
premier facteur n^est pas nul, le second devra être identique au po- 
lynôme ' 

rdx^-\- isdxdy -h tdy^j 

ce qui donnera les deu\ relations 

y(z—pT) _ x(z—qr) _ — TV 
qr pt s 

qui s'intègrent à vue et nous donnent 

(66) z—px^qy= ^^ = ^,, 

X et Y désignant des fonctions de ^ et de y respectivement. Ces deux 
équations du premier ordre s'inlègrent à leur tour et conduisent, 
le lecteur le reconnaîtra aisément, aux surjaces tétraédrales de 
Lamé (n<* 112) et à leurs limites. 

11. Mais on peut satisfaire d'une autre manière à Téquation (65). 
U suffit que le premier facteur soit nul. On est alors conduit à Téqua- 
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lion aux dérivées partielles 

(67) {s^—rt)Tyz-^pq{z—px — qy) = o, 

qui fera connaître une classe très étendue de surfaces jouissant de la 
propriété annoncée. 

Celte équation, donl les caraclérisliques sont les lignes asympto- 
tiques de la surface cherchée, peut s'intégrer complètement et d'une 
manière élégante. Nous nous contenterons de l'interpréter géomé- 
triquement. 

Soient a^, ^q, y© les cosinus directeurs de la normale, définis par les 
relations 

cosao _ cospo __ cosYo _ i 



(68) 



9 — * /l-l-/?*-H ^r» 



Les coordonnées X, Y, Z d'un point situé à une distance N du pied 
de la normale seront données par les formules 

(G9) X — a7 = Ncosao, Y— ^ = Ncospoj Z — 5 = N cosyo» 

d'où l'on déduit que si N;^, N^, N-, w désignent les segments de la nor- 
male limités aux trois plans coordonnés et à la projection de l'ori- 
gine sur la normale, on aura 

(70) / cosao ^ cosPo cosYo 

( m— — 37 cosao — /cosPo — ^cosyo; 

TU désigne encore, avec un signe déterminé, la distance de l'origine 
au plan tangent. 

On a, d'autre part, p' et p" désignant les rayons de courbure prin- 
cipaux. 



I ^K 



(11) 99 = 



rt — 5* 



En tenant compte de toutes ces relations, on reconnaît que l'équa- 
tion (67) peut être remplacée par la relation géométrique 

(72) mp'p''=NxN^N., 

qui est, par suite, vérifiée pour la surface des ondes. 

En cherchant si les surfaces tétraédrales, correspondantes à la pre- 
mière hypothèse, satisfont à cette relation, on trouve que, pour la 
surface représentée par l'équation 

(r-(î)"-œ"=" 

D. — IV. 3i 
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on a 

(7î) wp'p''=(m-iyS^^y^^. 

Ainsi, parmi les surfaces télraédrales, les surfaces du second degré 
seules satisfont à Téquation (67). 

Au reste, parmi les surfaces répondant au problème posé, les sur- 
faces télraédrales sont les seules pour lesquelles la génératrice de 
contact du cône du complexe défini plus haut relatif à un point de 
la surface et du plan tangent en ce point coïncide avec une tan- 
gente asymptotique de la surface, 

12. Après celte digression relative à toute une classe de surfaces 
dont les lignes asymptotiques se déterminent comme celles de la sur- 
face des ondes, revenons à cette surface particulière pour étudier et 
déterminer, si c'est possible, ses lignes de courbure. Nous reprendrons 
les notations primitives et nous emploierons, pour former Téquation 
difTérentielle des lignes de courbure, les formules d'Olinde Rodrigues. 

Ici les cosinus directeurs de la normale sont 

iV^i, Q/â, H/»- 
Les équations cherchées se présentent donc sous la forme simple 

(73) rfY-^prf(Qv/â) = o, 



( é/Z-hprf(Rv/â) = 0, 



où p désigne le rayon de courbure principal. 

Ajoutons les équations précédentes, après les avoir multipliées res- 
pectivement par 2X, 2 Y, 2Z : nous trouverons la relation 

û?P — 2 p <i v^a = G, 
d'où Ton déduit 

(76) ^^-^^T^ 

Ct.'tte expression est en parfait accord avec celle que nous avons 
donnée au n° 1071, où nous avons déjà employé, pour une surface 
quelconque, le système de coordonnées curvilignes a, p. 

En portant l'expression de p dans la première équation (76), par 
exemple, nous aurons l'équation difTérentielle des lignes de courbure 
sous la forme 

^«/igrf(Pv/i) = o. 
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Remplaçons X et P par leurs valeurs, il viendra 

a(a — ^)(a — ^') dada' — a' {a — 0L)(a — a')d^d^' =^ Oy 
ou, en tenant compte de Tune des équations (24 )> 

(77) if^ = d?dr 

Telle est l'équation différentielle cherchée, mais elle contient quatre 
variables. On éliminera aisément a' et P', par exemple, et Ton sera 
conduit à Téquation suivante 

(78) /(P)rfa»+/(a)rfp»-J2/(») + (p-a)|^/'(a)-'^^]jrfarfp = o. 

qui a quelque analogie avec l'équation d'Euler. Corome Téqualion 
diiTérenlielle (77) est symétrique en p et P', on pourrait conserver les 
variables a et p'; et l'on serait conduit à l'équation 



( 



79) /(POrfa'+ZW'^P- J2/(a) -t- (p'- a) [/'(«) -^^'-^Jj rf«rfp' = o, 



toute semblable à la précédente. 

Ces équations admettent des solutions particulières définies par les 
relations 

/(«) = G, /( p) = 0, /( P') = o, (a -?)(«- P') = 0, 

qui correspondent aux lignes de courbure évidentes de la surface des 
ondes, les sections principales, les cercles de la surface. 

Si Ton remplace, dans Téquation (78), -,- par son expression en 

fonction de p, on aura Téquation du second degré 

{80) /(«)p«+V^âJ2/(a) + (p-«)[/(a)-'^]jp + a/(P) = o, 

qui fera connaître, en chaque point, les rayons de courbure princi- 
paux. Cette équation permet de vérifier la relation (72) déjà établie 
et d'eu trouver une nouvelle. 

On a ici, en effet, en conservant les notations et les conventions du 
n® 11, 

P/â a — OL 

IM '^ /- ^ - P 
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Si donc p' et p*' désignent les deux rayons de courbure principaux, 
on aura 

<«■'> '■'■' iM = '^^- 

C'est la formule établie plus haut. On aura de même 

ce qui donnera 

(83) p'-t.p'=N;r-f.Nv-hN.~ ê, 

TU 

relation entièrement géométrique, puisque p est le carré du rayon 
vecteur. 

13. Revenons à l'équation différentielle (78). Elle est plus compli- 
quée que celle d'Euler, mais elle s'en rapproche en ce sens qu'elle se 
forme comme elle au moyen d'un polynôme /(a), dont les coefficients 
n'apparaissent pas dans l'équation. Nous allons d'abord effectuer 
quelques transformations qui nous seront utiles. 

Si l'on pose, en substituant la variable ^ à p, 

(8/,) p = a-t-^ 

Toq nation deviendra 

(83) 9(a) ^^ - ?'(«)^-^ -+- ^?(«) -+- 7?'(*) -*- i4 ?''(«) = O' 

o(a) désignant le polynôme 

(8(>) cp(a) = a/(a). 

Remplaçons maintenant t par la variable u 

9(*) 
(87) "=^ 

Inéquation prendra la forme 

Ces différentes transformations nous permettent d'établir la eu- 
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rieuse proposition suivante : Léquation différentielle (78) s intègre 
dès que le polynôme /{t.), qui est, en général, du troisième degré, 
se réduit à un polynôme du second degré. 

Dans ce cas, en effet, le polynôme ^(x), défini par la formule (86), 
se réduit au troisième degré. Le dernier terme de Téquation (88) 

disparaît et Ton peut, en la divisant par -7-^7 lui donner la forme 
suivante 

en supposant, comme il est permis, que le coefficient de 07' dans ^(x) 
soit égal à Tunité (*). 

Si donc on effectue la substitution définie par les formules 

/ X ^* d% f, 

(90) 5^=rn '-u^=l 

qui nous donnent 

(91) ^--Tn^ 

l'équation prendra la forme I 

(9^) ?(0=5^(V4-V), 

qui s^intègre immédiatement par la séparation des variables et nous 
donne 

On aura ensuite 

\ « = ç — »i 
(94) 



" = ^-''5;:' 



(M--^=«- 



d^ 



Uintégrale se présente donc sous une forme assez compliquée; et 
elle n'est pas généralement algébrique. 

ik. Voyons maintenant quelles sont les conséquences géométriques 
du résultat analytique précédent. En voici une à peu près évidente. 

da* 

(») Si o{x) était de degré inférieure 3, il faudrait supprimer le terme en -t-^» 

ce qui faciliterait encore l'intégration. 
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Supposons d'abord que Tellipsoïde (E) se réduise à un cylindre, 

Taxe \[c croissant indéfiniment. La surface des ondes deviendra Tapsi- 
dale d^un cylindre elliptique. Pour savoir ce que devient alors 
réquation difierentielle des lignes de courbure, il faudra prendre le 
coefficient de c dans Téquation (78), ce qui revient à remplacer /(a) 
par le polynôme du second degré 

(95) /(a) = (a-a)(a-6). 

Donc, on sait déterminer les lignes de courbure de la surface 
apsidale d'un cylindre et ces lignes de courbure ne sont pas algé- 
briques. 

Supposons maintenant que Tellipsoïde (E) se rapproche d^une 
sphère, par exemple de la sphère de rayon i. On pourra supposer que 
les carrés des axes a, 6, c soient de la forme 

(96) a = i-h£ai, 6 = i-he6i, c = i-r-£Ci, 

£ étant un infiniment petit et ai, 61, c, des quantités finies. La diffé- 
rence p — a sera alors de Tordre de £-; cela résulte de la définition 
géométrique des variables a et ^. On devra donc poser 

(97) a = !-+-£»,, t=^i^t\ 

et Ton aura 

(98) o(a) = (i-+-£a,)£»0|(a,), M = fia,, 

en posant 

(99) ?i(ai) = (ai — ai)(ai — ^i)(ai— Ci). 

Si Ton substitue toutes ces expressions dans réquation difTéren- 
lielle (88) et si Ton conserve seulement les termes de degré moindre, 
qui contiennent £^ en facteur, il restera Téquation 



^"î -./ /^ \.. ^"1 - " 
1 



s 



(100) ?il«i)-^— ?i(«i)"i^-^"î-+- -^fx{^i) = o> 



Aux notations près, nous retrouvons Téquation primitive (88), où 
^(a) serait remplacée par un polynôme du troisième degré. Et nous 
avons vu qu^alors l'intégration se ramène aux quadratures. Ainsi : 

On sait déterminer les lignes de courbure de toutes les surfaces 
des ondes qui diffèrent peu d'une sphère. Ces lignes de courbure ne 
sont pas algébriques. 



SUR LA SURFACE DES ONDES DE FRBSNEL. 4^7 

Il suit de là que, dans le cas général ou les trois axes de la sur- 
face sont inégaux, les lignes de courbure ne sauraient être algé- 
briques. 

Quand on aura intégré Téqualion (loo), les coordonnées du point 
de la surface se détermineront en fonction de Ui et ol^ par les formules 






(ICI) J Y^. / (^i~«i)(^i-«i~^i) 

V (^-«i)(^i-ci) 

V (ci — ai){ci — bi) 

Ces valeurs, satisfaisant à la relation 

Xï-hYî-+-Z» = i, 

montrent bien que la surface se réduit alors à une sphère. 

15. On obtient le même résultat en supposant que deux des axes 
seulement, aei b par exemple, tendent à devenir égaux, le troisième c 
restant différent des deux premiers. La surface des ondes se décom- 
posera en un ellipsoïde et une sphère. Pour la partie qui se rapproche 
d'une sphère, a et p différeront peu du rayon de la sphère. Ou sera 
ainsi conduit à poser encore 

' a = i-f- £«1, 
(102) ^ 6 = I -+- e6i, 

«=!-+- sai; 

(io3) <p(a) = g*(a, — ai)(ai— 6i)(i — c)-h.. . = £*?i(ai )-!-.. .; 

u restera finie et Téquation (88) se réduira à la suivante 

. . du^ , . . du , i^* /» / X 

qui n'est autre, avec un changement de notations, que l'équation (88) 
où ^(a) se réduirait non plus au troisième, mais au second degré. 

Ainsi, quand la sur/ace des ondes se décompose en un ellipsoïde 
et une sphère, on sait déter miner , sur la sphère^ les positions limites 
des lignes de courbure, 

16. Bien que nous n'ayons pu obtenir, dans le cas général, une 
détermination en termes finis des lignes de courbure, néanmoins plu- 
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sieurs résultats essentiels sont fournis par l'analyse précédente. Nous 
voyons, non seulement que les lignes de courbure ne sont pas algé- 
briques, mais encore que, si ces lignes présentaient quelque intérêt 
dans Tétude optique de la surface, nous pourrions les faire connaître 
avec une suffisante approximation. Car les surfaces des ondes rela- 
tives au\ diflférents cristaux sont peu différentes de la sphère et sur- 
tout ont toujours, au moins, deux de leurs axes très peu différente 
l'un de l'autre. Le lecteur s'en convaincra aisément, s'il jette les yeux 
sur le Tableau suivant, qui donne les indices de quelques cristaux 
(relativement à la raie D) : 

Gypse 1 , 59.9 1 , 59/}. i , 5io 

Orthose i,59.6 i,5'i3 'î'J*9 

Aragonite i,G85 1,681 1 ,53o 

Diopside ijjoo 1,678 1,67» 

Stilbite 1 , 5oo 1 ,498 1 ,494 

Oligoclase 1,542 i,5)8 i,534 

Amblygonitc ïi597 '1^93 ^ ^^yS 

Sphène '^,009 1,894 1,888 

Epidote ï w^8 i»754 ïj73o 

Stauroiide i,74*î ï,74i ',736 

Les lignes de courbure de la surface des ondes ont d'ailleurs été 
Tobjct d'un assez grand nombre de recherches. A la suite d'une affir- 
mation inexacte, d'après laquelle ces lignes seraient les courbes de 
contact d'une développable circonscrite à la surface et à une sphère 
concentrique, Combescure, dans un élégant Article inséré en 1869 au 
tome II des Annali di Maleniaticay p. 278, a formé leur équation 
différentielle. Dans queUjues remarques qui suivent cet Article, 
M. Brioschi a montré que l'équation différentielle obtenue par M. Com- 
bescure peut se ramener à la forme 

où l'on pose 

Mais toutes les recherches faites pour obtenir la solution complète 
<lu problème ont, jusqu'ici, complètement échoué. 
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NOTE IX. 



SUK LA GÉOMÉTRIE CAYLEYENNE ET SUR UNE PROPRIÉTÉ 
DES SURFACES A GÉNÉRATRICE CIRCULAIRE. 



l. Au n** 697, nous avons considéré rélément linéaire défini par la 
formule 

(i) ds^= du^-i- (Vcosaiz -+- Vj sinawH- Vî)rfp*, 

où a désigne une constante, V, Vi, Vj des fonctions de ç; et nous 
avons fait remarquer : i" que cet élément linéaire comprend, comme 
cas limite, celui qui convient aux surfaces réglées rapportées au sys- 
tème de coordonnées formé par les génératrices rectilignes et leurs 
trajectoires orthogonales; 2" qu'il se rapproche encore de l'élément 
linéaire des surfaces réglées par la propriété suivante : parmi les sur- 
faces auxquelles il convient, il y en a une qui admet en quelque sorte 
un double mode de génération, c'est-à-dire dont l'élément linéaire est 
réductible de deux manières différentes à la forme (i). 

A la fin du n° 697, nous avons annoncé que nous aurions à revenir 
sur toutes ces propriétés pour les présenter sous un nouveau jour. 
C'est ce que nous allons faire dans cette Note, en appliquant les ré- 
sultats que nous avons donnés au Livre VU, Chapitre XIV, relative- 
ment à la Géométrie cayleyenne. 

Prenons, pour surface fondamentale ou absolu, la quadrique (Q) 
définie par l'équation 

(-l) 37* -H J« -T- -3* -I- /* = G. 

Si l'on considère maintenant la quadrique (6) définie par l'équation 

X* y^ z^ t^ 
a c h 

les coordonnées d'un point quelconque de (6) pourront s'exprimer 



490 NOTES DE LAUTECR. — NOTE IX. 

par les formules suivantes 

^ Y=—f^) ' -^^ -f\h, ' 

OÙ Ton a posé 

(5) f(u) = (u-'a)(u — b)(u--c)(u — h)y 

et où p, p, désignent deux, variables auxiliaires. On reconnaît immé- 
diatement que Ton a 

(6) X^ -+- jri ^ z^ -i- ;ï=I. 

On vérifiera aussi sans difficulté : i° que les lignes de paramètres p 
et p, sont conjuguées sur la quadrique (6); 2** qu'elles sont orthogo- 
nales par rapport à la quadrique (Q) (n® 836). Par suite, ce sont les 
lignes de courbure de la surface (0) (n°8i0), lorsqu'on prend pour 
absolu la quadrique (Q). 

Puisque les coordonnées x, v, -3, t satisfont à la relation (6), l'élé- 
ment linéaire cayleyen de (6) (n** 837) aura pour expression 

(7) ds^ = dx^-^ dy^-^dz^-^dn, 

et un calcul facile nous donnera 

C'est l'élément linéaire que nous avons rencontré aux n*** 695,696; 
et sa forme harmonique montre immédiatement que, conformément 
aux résultats indiqués au n° 839, on sait déterminer, dans la Géo- 
métrie cayleyenne, les lignes géodésiques de toute surface du second 
degré. 

2. Après avoir établi ce premier résultat, considérons une surface 
réglée quelconque (R) et proposons-nous de déterminer son élément 
linéaire dans la Géométrie cajlejenne. Prenons une courbe quel- 
conque (G) sur cette surface. Soient «i, ^j, a^, a^ les coordonnées du 
point A de (G) situé sur une génératrice rectiligne quelconque {d). 
Ges coordonnées sont des fonctions d'un paramètre v, et, pourvu que 
la courbe (C) ne soit pas tracée sur la quadrique (Q), on peut tou- 
jours supposer qu'elles soient liées par l'équation 



î ■ ^î ■ ^2 . ^î 



(9) a]-hal-hal-h a; = i. 
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Soient de même 6], b^, bi, b^ les coordonnées du point B situé sur 
la même génératrice rectiligne et conjugué de A par rapport à la 
quadrique (Q). On aura nécessairement 

(10) axbi-h a^bx-h aibi-+- a^b^= Oy 

et l'on peut encore admettre que 6^, b^, b^, b^ vérifient la condition 

(11) b\-r'b\-^bl-^b\ = \. 

Enfin, si Ton suppose que la courbe (C) soit une trajectoire ortho- 
gonale caylejenne des génératrices rectilignes, il faudra joindre, aux 
trois relations précédentes, la suivante 

(12) ai^i -+-a,6j -4-036', -+-«464 =— bxa\ — b^a'^ — b^a\ — b-^a\ = o, 

que nous supposerons également vérifiée. 

Cela posé, les coordonnées d'un point M de la surface réglée, situé 
sur la génératrice (d), seront définies par les formules 

X = «1 ces u-î- bi sin w, 

, Y = aj cos u-r- bi sin m, 

Z = as cos w -r- 63 sin w, 

T = a^ cos w -+- 64 sin m, 

// désignant la distance AM. Comme ces coordonnées satisfont à la 
relation 

(i4) Xî-h Y*^Zî-+-T»=i, 

réiément linéaire de la surface réglée (U) se déterminera (n°837) 
par la formule 

et Ton trouvera l'expression suivante 

(i5) rfS*= rfa* -f- ( V cos* w -h aVi cosm sinw -+- Vj sin'M)^^^*, 

où Ton a posé 

(16) 1 ^* == ^'» ^'» "^ ^'* ^'* "^ ^*'» ^'» "^ ^'* ^'* ' 

L'expression (i5) de l'élément linéaire est identique, avec un léger 
changement de notations et à un facteur constant prés, à celle qui est 
fournie par l'équation (i) et que nous avons rencontrée au n° 697. 
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La vérilable origine de cette forme particulière de rélément li- 
néaire est ainsi reconnue : elle convient aux surfaces réglées, dans la 
Géométrie cayleyenne. 

Ce point étant établi, on s'explique aisément pourquoi Télément 
linéaire défini par la formule (8) peut être ramené de deux manières 
différentes à la forme (i). Cela tient à ce que cet élément linéaire 
convient, dans la Géométrie cayleyenne, à une surface du second 
degré (6). Comme celte surface est doublement réglée, on peut, de 
deux manières diflférentes, la rapportera un système de coordonnées 
formé de génératrices rectilignes etde leurs trajectoires orthogonales. 

3. Les formules que nous avons établies permettent d'étendre à la 
Géométrie cayleyenne la proposition fondamentale relative à la dé- 
formation des surfaces réglées. Un élément linéaire de la forme {ih) 
convient à une infinité de surfaces réglées. Car si Ton considère les 
fonctions V, V,, V, comme données, les huit fonctions a/, bf,. devront 
satisfaire seulement aux sept équations (9), (10), (11), (12), (16) ; une 
de ces fonctions pourra donc être choisie arbitrairement. Je laisse de 
côté tout ce (jui concerne Tétude de ce système de sept équations 
difTérentielles. 

Si l'on applique aux surfaces réglées la transformation géométrique 
ponctuelle qui a été définie et étudiée au n^^Si-G, on est mis sur la voie 
d'une proposition intéressante relative aux surfaces engendrées par 
(les cercles. 

En elTet, la transformation du n° 84-6 fait correspondre à toute sur- 
face réglée (U) une surface (K) engendrée par des cercles normaux 
à la sphère fixe (S); et, de plus, si l'on désigne l'élément linéaire 
euclidien de (K) par ds et par ^S l'élément linéaire cayleyen de (R) 
par rapport à (S), on aura (n° 849) 

(■7) dS^-^,.-_JS^^^^.ds^^ 

H étant le rayon de la sphère (S) et x^y^z désignant les coordonnées 
du point de la surface (K). 

Donc, à toutes les surfaces réglées admettant le marne élément 
linéaire relativement à la sphère (S) choisie comme quadrique fon- 
damentale, correspondent des surfaces engendrées par des cercles 
normaux à (^) et pour lesquelles le quotient 

(l^ 
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a la même expression. On peut donc établir, entre toutes ces surfaces 
engendrées par des cercles orthogonaux à la sphère (S), une corres- 
pondance avec similitude des éléments infiniment petits. Nous allons 
généraliser celte proposition et Fétendre à toutes les surfaces engen- 
drées par un cercle. 

4. Les surfaces engendrées par des cercles ont déjà été étudiées 
d^une manière assez complète (*). Nous établirons tout d'abord 
quelques propriétés essentielles des trajectoires orthogonales de tous 
les cercles. 

Rapportons chaque cercle (C) de la surface à un trièdre mobile (T) 
ayant pour sommet le centre du cercle O, pour axe des z la perpen- 
diculaire au plan du cercle, pour axes des x et des y deux diamètres 
rectangulaires du cercle. Cette définition du trièdre comporte une 
certaine indétermination. Ajoutons de plus la condition que la com- 
posante r de la rotation autour de O^ soit nulle. Alors les projections 
du déplacement infiniment petit d'un point de coordonnées relatives 

X, y y z seront 

idx -\-{^ -h q z)dv, 
dy-^{ri—pz)dv, 
dz -h(li -h py — qx) dv, 

\f désignant la variable dont dépend la position du trièdre. Nous allons 
appliquer ces formules à la surface (2) engendrée par le cercle (C). 
Si p désigne le rayon de ce cercle, les coordonnées d'un de ses 
points auront pour valeurs 

(19) a:=pcosa, j/' = psinM, is = o. 

En appliquant donc les formules (18), on trouvera sans peine, pour l'é- 
lément linéaire de (2), l'expression suivante 

(20) ds^= p^ du'^-h 2p(r^ cosa — ^ sin u) du dv -h M d^^^, 

M ayant pour valeur 

(21) M = p'*M-5'-4-TQ*-»-(C-H/?p sinw — çrpcosa)'-f-2p'(Jcosw-hr, sina). 

11 résulte immédiatement de ces formules que les trajectoires ortho- 
gonales des génératrices circulaires seront déterminées par l'équation 



C) On pourra lire en particulier une étude : Sur les sur/aces a génératrice 
circulaire, insérée, en i88n, au Tome II (3* série) des Annales de l'École Nor- 
male supérieure par M. Demartres. 



494 NOTES DE i/aUTEUR. — NOTE IX. 

difTérentielle 

(22) p du -r- ( r, cos u — ^sinu) dv = Of 

qui est bien une équation deRiccati. Ainsi se trouve établi le résultat 
que l'on doit à M. Demartres et le lecteur reconnaîtra aisément, d'a- 
près la signification géométrique de u, qu'il peut s'énoncer sous la 
forme suivante : 

Le rapport anharmonique des points où quatre trajectoires ortho- 
i^onales quelconques coupent un même cercle est constant. 

Cette proposition avait déjà été donnée par MM. E. Picard et Ri- 
baucour (n° 1006), pour le cas des surfaces enveloppes de sphères. 

Il en résulte, on le reconnaît aisément, qu'au lieu de définir le 
cercle (G) par les équations (19), on peut employer les suivantes 

/ . t — OL 

\ -^ t — OL 

a, bj oLy p étant des fonctions de v assujetties à la condition 

(24) a/i = p«, 

et t étant une variable qui demeurera constante sur chaque trajec- 
toire orthogonale des génératrices circulaires; a et 6, comme a et p, 
seront des fonctions imaginaires conjuguées. 

Avec les formules (28), l'élément linéaire de la surface (2), défini 
par la formule 

ds^=[dx 4- 1 rfx-+-(î -h ir^)dv'\[dx—idy->r{ \ — ir, ) ^i']-»- ( Ç 4-/>^ — q a:)* c/p*, 

prendra la forme suivante : 
On aura 

(25) { dx—idjr^(^-iri)dv=zl-J-':i^-[dt-^Po{t)di^], 

P, Po, Q étant des polynômes du second degré en ^, dont les coeffi- 
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cients seront des fonctions de (^. Il viendra donc 

Pour que les courbes de paramètre t soient les trajectoires ortlio- 
f^onales, il faudra que le terme en di' dt disparaisse, c'est-à-dire que 
Ton ait 

(27) P(0-hPo(0 = o. 

En égalant à zéro les coefficients des puissances de t, on aura trois 
équations auxquelles devront satisfaire les fonctions a, p, a, b et leurs 
dérivées. Ces équations contiendront d'ailleurs Ç, r,. En les supposant 
vérifiées, on trouvera pour Télément linéaire de la surface l'expression 

(.8) rf,. = __^»_^'__[rf,.^F(0*'], 

¥{t) désignant le polynôme du quatrième degré défini par l'équation 



(.9) F(0---P*(0- 



i^-^y 



Les cinq coefficients de F(f) sont des fonctions de i^ composées avec 
les translations Ç, t), Ç, les rotations p, 7, les fonctions a, by a, ^ et 
leurs dérivées premières. Si Ton se donne ces cinq coefficients a priori, 
les neuf fonctions précédentes devront, par suite, satisfaire à cinq 
équations. Il fautleur adjoindre les trois équations résultant de Tiden- 
lité (27); de sorte que les neuf fonctions Ç, t), Ç, /?, g, a, b, a, p de- 
vront satisfaire seulement à huit équations, où figureront d'ailleurs les 
dérivées des quatre dernières. Puisqu'on a huit équations pour neuf 
fonctions. Tune de ces fonctions pourra être choisie arbitrairement. 
Ainsi, il existe une infinité de surfaces à génératrices circulaires^ 
contenant dans leur équation une fonction arbitraire, et pour les- 
quelles le polynôme F(/) a la même expression. Les éléments 
linéaires de deux de ces surfaces étant évidemment proportionnels, on 
pourra établir entre elles une correspondance avec similitude des élé- 
ments infiniment petits. C'est là le fait essentiel que nous voulions 
établir. 

Si Ton suppose en particulier que le polynôme F(f) ait tous ses 
coefficients constants, on obtiendra toutes les surfaces pour lesquelles 
les cercles constituent une famille isotherme (^). 



(•) Ces surfaces ont été délerminées par M. Demautiies dans son Mémoire sur 
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5. Pour donner plus de précision à la proposilion générale que nous 
venons d'établir, considérons sur la surface (S) deux trajectoires 
orthogonales des cercles correspondantes aux valeurs t^, tx de t et 
construisons, pour chaque cercle (C) de la surface, la sphère (S) qui 
le coupe à angle droit, aux deux points où il est rencontré par les tra- 
jectoires précédentes. Si R est le rayon de celte sphère variable et 
si S désigne la puissance d'un point relative à cette sphère, un calcul 
facile montrera que, pour chaque point du cercle (C) de la surface, 
on a 



(3o) 






Par suite l'élément linéaire donné par la formule (28) peut se mettre 
sous la forme 

(3l) "5*= - ,- (/o — tt)^- , 

de sorte que, pour deux surfaces correspondant au même polynôme 
F(f), le produit 

— as 

aura la même valeur. 

Cette remarque détermine la valeur exacte du rapport de simili- 
tude en deux points correspondants. 

Si Ton suppose que tous les cercles (C) soient normaux à une sphère 
ù\t (S), les points où le cercle variable (C) coupe celte sphère dé- 
crivent deux trajectoires orthogonales des cercles; et si Ton applique 
la remarque précédente en choisissant ces deux trajectoires orthogo- 
nales particulières, on retrouve la proposition du n° 3 de cette Note, 
qui nous a servi de point de départ. 

Inversement, l'emploi de quelques considérations de Géométrie infi- 
nitésimale permet de rattacher le théorème général à la proposition 
particulière du n° 3. 



les sur/aces qui sont divisées en carrés par une suite de cercles et leurs tra- 
jectoires orthogonales insère en 1S87 aux Annales de l'École Normale supé- 
rieure {t. IV, 3* série, p. i/|5). 
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NOTE X. 



SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 



1. Aux n°* 718 et 1078, j'ai fait allusion à une méthode qui permet, 
dans certains cas, d'obtenir des résultats plus complets et de ré- 
soudre des équations aux dérivées partielles qui échappent aux mé- 
thodes de Monge et d'Ampère; je vais, dans cette Note, reproduire 
textuellement les points essentiels du travail que j'ai composé sur ce 
sujet et qui, présenté en mars 1870 à l'Académie des Sciences (*), a 
été reproduit la même année au Tome Vil des Annales de l'Ecole 
Normale (i'® série). 

Soit 

(i) f(x, y, z, p, q, r, 5,0=0 

l'équation proposée, et soit 

(2) \dx^Xdy'\-Zdz-\-Vdp-\-(idq-\-Kdr-^Sds-^Tdt = o 

sa différentielle totale; adoptons, pour résoudre la question, la mé- 
thode du changement de variables employée avec tant de succès par 
Ampère et par Cauchy. Pour cela, nous remplacerons œ Qi y par les 
variables indépendantes x^ Vq ; /o étant une fonction de ^ et de / que 
l'on pourra déterminer comme on le jugera convenable. 

Nous aurons d'abord les relations suivantes, qui sont bien connues : 

dz dy dp dy dq dy 

^ ^ àyo àyo âyo âyo àyo ôy^ 

àz dy ^P ^ , ^y ^9 ^y 

^ dx ~~ " dx Oc ôx dx dx 



(*) Comptes rendus des séances de r Académie des Sciences^ t. LXX, p. 67 
et 746. 

D. — IV. 32 
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De plus, les coDdîtions d'întégrabilité prendront la forme 

^P _ ^9 ^y ^9 ^y 

dy^ ~ dx OyQ dya ôx' 

, àr ds ây ds dy 

^ dyQ dx dya dy^ àx^ 

as _ ât ây dt dy 
dyo dx dyo dyo dx 

A ces équations il faut joindre la suivante, obtenue en prenant la 
dérivée de l'équation (i) par rapport à Yq : 

àyo dyo dyo dy^ dy^ dyo dyo 

Servons-nous maintenant des équations (3), (4), (5) pour éliminer 
de l'équation précédente toutes les dérivées par rapport kyo, excepté 

-T— et - — : nous obtiendrons la nouvelle équation 

ày» dyo ^ 



(«) 



\ \ y "^ • V "T- 02^ ' f)j; dx dx ) dyo 



Or on peut supposer, d'après des j)rincipes qu'il est inutile de rap- 
peler ici, ((ue Vq a été choisi de manière (|ue l'équation suivante 

soit satisfaite. 

L'équation («) se réduit alors et devient 

^ ^ dx dx dx dx 

ce que Ton peut encore écrire, on tenant comf>te de Téquation (6), 

dt 
(7 ) Y -, Z7 -r- Vs - - Q t -r- K -- -i- T — : . o. 

dx 

Nous avons donc, en résumé, à déterminer les sept inconnues y, z^ 
py <7, r, .ç, t fonctions de x et de Vo, et satisfaisant aux équations (i), 
(3), (4), (6), (7). On peut même remplacer l'équation proposée par 
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sa dérivée prise par rapport à or, qui, en tenant compte de l'équa- 

tion (7), prend la forme simple 

ds 

(8) X-i-Zi7-+-Pr-4-Q5-+-R— -hT— - = o. 

^ ôx oy 

dx 

Or, parmi les équations (3), (4), (6), (7), (8), six ne contiennent 
pas la variable /oî maïs, comme il y a sept inconnues, le changement 
de variables n^a plus ici la même utilité que dans le cas du premier 
ordre; il ne peut donner la solution complète du problème. 

2. La méthode précédente est susceptible d'une grande simplifîca- 
ion dans le cas très important où l'équation proposée est de la forme 

(9) IIr-h2K5-T-L/-+-M-f-N(rf — s») = o, 

H, K, L, M, N étant des fonctions quelconques de x^ y, Zy p, q. 
On peut ici se servir des équations 

dx dx^ dx dx 

Si Ton déduit de ces deux équations /•, s en fonction de ^, et que 
l'on substitue leurs valeurs dans l'équation proposée (9), il arrive, 
par suite de la forme particulière de cette équation^ que le coeffi- 
cient de t s'annule; t disparaît du résultat. On est ainsi conduit au 
système suivant : 



(10) 



ày _ 

dx 


f 








Hmî- 


2 K /?i -+- L -T- 


<t 


4- m 


t)- 


"(£- 


-"'2)-^^ 


dx 


M- 


-Htï- 


dz 
dx-P 


ày 









qui ne contient plus les dérivées du second ordre r, 5, f, mais seule- 
ment Zf y, p, q et leurs dérivées par rapport à x. Ce sont les équa- 
tions de Monge, auxquelles il faudrait joindre les suivantes 

(11) il EL — ^ É?^ = EL, <^-g ^ ày 

dx dyo dx dyo dyo ' dyo ^ àyo * 

pour la détermination complète de y, z^ p, q. 
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Ainsi, dans le cas que nous venons d^examiner, et qui a été 
jusqu'ici presque le seul considéré par les géomètres, la forme parti- 
culière de Téquation permet d'éliminer du système des équations aux 
dérivées ordinaires considérées plus haut les trois dérivées r, 5, t. 
Hâtons-nous de dire qu'une pareille simplification ne constitue que 
rarement un avantage, et que des simplifîcations analogues se pré- 
sentent dans tous les ordres, quand les équations ont une forme con- 
venablement choisie. 

3. On a vu, dans les deux paragraphes précédents, que le problème 
des équations d'ordre supérieur se sépare très nettement du problème 
relatif aux équations du premier ordre. Pour le premier ordre, en 
eflel, la méthode du changement de variables ramène la question à 
l'intégration d'un système complet d'équations aux dérivées ordi- 
naires. Pour le second ordre et pour les ordres supérieurs, il y a au 
contraire moins d'équations que d'inconnues à déterminer. Les re- 
marques qui suivent paraissent accuser aussi une différence profonde 
entre les deux problèmes. 

Puisque, dans le cas où l'on se borne aux inconnues j', ^, />, q, r, 5, /, 
on a une équation de moins qu'il ne faudrait pour la solution cherchée 
du problème, il est naturel de se demander si, en adjoignant aux in- 
connues précédentes les quatre dérivées partielles du troisième ordre, 
que nous appellerons a, p, y, 0, on ne parviendrait pas à un nombre 
d'équations suffisant pour déterminer comme fonctions de J7, non 
seulement les inconnues primitives, mais aussi a, p, 7, 0. Il se présente 
ici un fait important, et qui, je crois, n'a pas été remarqué. Le nombre 
des équations ne contenant pas y^ est encore inférieur d'une 
unité au nombre des fonctions inconnues. Ces équations ne suffisent 
donc pas à déterminer les inconnues, considérées comme fonctions de 
la seule variable jt] mais la diflerence entre le nombre des équations 
et celui des inconnues reste la même qu'auparavant : elle est égale à 
l'unité. 11 en est de même si, au lieu de s'arrêter au troisième ordre, 
on continue les calculs jusqu'à un ordre quelconque: il y a toujours 
une équation de moins qu'il n\y a d'inconnues. 

Les résultats précédents établissent, on le voit, une diflerence essen- 
tielle entre les équations aux dérivées partielles du premier ordre et 
celles des ordres supérieurs. Pour les équations du premier ordre, le 
nombre des équations contenant seulement les dérivées par rapport 
à X est toujours égal au nombre des fonctions inconnues. 11 n'en est 
plus de même pour les équations d'ordre supérieur. Pour l'équation 
de Monge, par exemple, considérée au n** 2, on n'a que trois rela- 
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lions pour déterminer 5, /?, q^ y considérées comme fonctions de x. 
On sait tout le parti que Ton tire d'ailleurs de ces relations diflTéren- 
tielles : toutes les fois qu'elles offrent deux combinaisons intégrables, 
on peut résoudre l'équation aux dérivées partielles proposée, ou du 
moins la ramener à une équation du premier ordre. 

Les remarques que nous avons faites indiquent de même, pour les 
équations du second ordre, la méthode suivante : 

On essayera de trouver, en dehors de l'équation proposée, deux 
combinaisons intégrables des équations en y, z, /?, g, r, 5, t. Si ces 
combinaisons existent dans les deux systèmes que l'on obtient en 

ày 
prenant successivement pour — les deux racines de Téquation du se- 
cond degré (6) qui détermine cette dérivée, le problème pourra être 
considéré comme entièrement résolu; si l'on n'a pas de combinaison 
intégrable, on aura recours aux équations qui contiennent les dérivées 
du troisième ordre. Alors même que les premières équations ne 
fourniraient pas de combinaison susceptible d'intégration, le se- 
cond système formé avec les dérivées prises jusqu'au troisième ordre 
pourra en donner. Si ce système n'est pas susceptible d* intégration 
partielle, on ira jusqu'aux dérivées du quatrième ordre, et Von 
pourra avoir des combinaisons intégrables; et ainsi de suite. 

k, La remarque énoncée à la fin du paragraphe précédent me pa- 
raît conduire à une méthode plus générale que celles qui sont habi- 
tuellement employées. On peut, du reste, présenter cette méthode 
sous un autre point de vue qui permet d'obtenir plus facilement les 
systèmes successifs que l'on aura à intégrer partiellement. 

Supposons que l'un quelconque de nos systèmes conduise à deux 
combinaisons intégrables 

V{x,y,z,p, q, ...)= const., Fi{x,y,z, p, q, ...)=const. 

Les deux constantes qui figurent dans ces équations doivent être 
considérées comme des fonctions inconnues de /q. Eliminant y^, on 
est conduit à une équation de la forme 

F = fonction arbitraire de Fi. 

Cette dernière relation peut être évidemment considérée comme une 
nouvelle équation aux dérivées partielles, compatible avec la pro- 
posée, et qui admet en commun avec elle une intégrale avec une 
fonction arbitraire. Nous sommes donc conduits à la solution de la 
question suivante, qui répond à ce deuxième mode d'exposition : 
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Trouver une équation aux dérivées partielles 

du n^^'"'' ordre, admettant^ en commun avec la proposée, une solu- 
tion contenant au moins une fonction arbitraire. 

Pour cela, il suffit de remarquer que la proposée, différenliée 
n — I fois, donne n équations contenant les dérivées d'ordre /i -+- 1» 
au nombre de n -h 2, L'équation V r= a, diflférenliée successivement 
par rapport à a; et à y, donne deux équations contenant, elles aussi, 
les dérivées d'ordre /i -h 1 . On a donc en tout /i -h 2 équations con- 
tenant linéairement les dérivées d'ordre w -h i, et qui déterminent ces 
71-1-2 dérivées en fonction des dérivées d'ordre inférieur, si les deux 
équations aux dérivées partielles dont on cherche la solution commune 
sont prises arbitrairement. Mais ici cela ne doit pas être; sans cela les 
dérivées d'ordre supérieur k n -\- 1 se détermineraient toutes, comme 
les dérivées d'ordre /i 4- i, en fonction des dérivées d'ordre moindre; 
puisque une fois obtenues toutes les dérivées d'ordre /i -h 1 en fonction 
des dérivées d'ordre inférieur, on n'aurait qu'à dériver toutes les équa- 
tions qui donneraient chacune de ces dérivées pour avoir les dérivées 
d'ordre supérieur; et la solution commune, si elle existait, ne pourrait 
contenir tout au plus qu'un nombre limité de constantes arbitraires. 
Il faut donc que ces n H- 2 équations contenant linéairement les w -f- 2 
dérivées d'ordre n -+• i forment un système indéterminé, ce qui donne 
deux équations de condition. Comme deux des équations contiennent 

dV 0\ dW d\ ô\ 
les dérivées de V, — - 1 ^— > -—, -■-, — > • • • > les relations de condition 

Ox oy dz dp dq 

doivent être considérées comme deux équations aux dérivées partielles 
du premier ordre auxquelles doit satisfaire la fonction V. Ces équa- 
tions sont homogènes et du second degré par rapport aux dérivées. 

Ce qui précède explique et généralise la remarque par laquelle 
Bour a établi que l'on peut toujours reconnaître si l'application des 
méthodes de Monge et d'Ampère pourra réussir. Bour n'avait exa- 
miné que le premier cas, celui où l'on suppose que l'équation du 
premier ordre a une intégrale intermédiaire. 

5. Les deux méthodes que nous venons d'indiquer se retrouvent 
d'ailleurs dans la théorie des équations aux dérivées partielles du 
premier ordre. La première, fondée sur le changement de variables, 
est due, comme on sait, à l'illustre Cauchy, qui l'a donnée en 1819. 
La seconde a été introduite dans la Science et développée par Jacobi. 
C'est en essayant d'établir un lien entre ces deux méthodes que j'ai 
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été amené à Tétude dont les résultats principaux ont été rapidement 
indiqués ici. 

La seconde mélliode permet de se rendre compte simplement du 
nombre des intégrations qui sont nécessaires pour la solution complète 
du problème; mais il est indispensable qu'avant de traiter ce point, 
nous entrions dans quelques explications. 

Soit une équation aux dérivées partielles d'ordre n 

Désignons par R„, R„_i, ... les dérivées du premier membre de Té- 
quation prises par rapport aux dérivées d ordre n, - — > 



— 0. 



Nous appellerons e^^/a/fo/2 carac^e/'w/z^we de l'équation aux dérivées 
partielles l'équation suivante à une inconnue u 

R„ w^ +- H„_, M«-» -h . . . = o. 

Par exemple, pour l'équation (i), considérée au commencement, 
cette équation caractéristique serait 

Rm«-+-Sw-+-T = o. 

Cette définition une fois comprise, il est facile de compléter un ré- 
sultat énoncé plus haut. 

Pour que l'équation proposée 

f{x,y,z,p,q, ...)=o 

et l'équation aux dérivées partielles V -_ a aient une solution com- 
mune avec une fonction arbitraire, il faut d'abord que Inéquation ca- 
ractéristique de l* équation Vrr-.a admette une racine de l'équation 

(12) Rii»-t-Sw-+-T = o. 

On voit donc que les équations \ —-a que nous cherchons se di- 
visent en deux classes, suivant qu'elles appartiennent à l'une ou à 
l'autre des racines de l'équation précédente. Pour la solution com- 
plète du problème, il suffit d'avoir une équation de chaque classe, 
contenant elle-même une fonction arbitraire. Un nombre quelconque 
d'équations diiTérentielles appartenant à la même classe ne peut 
donner l'intégrale complète de notre équation. Il est, du reste, évident 
que si l'équation (12) est irréductible, si S* — l\KT n'est pas carré 
parfait, il suffira de changer dans une intégrale le signe du radical 
pour en obtenir une nouvelle. 

Ainsi, dans le cas où l'équation caractéristique est irréductible, il 
suffit, pour la solution complète du problème, que l'un des systèmes 
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à intégrer fournisse deux combinaisons intégrables correspondant à 
la même racine de inéquation irréductible. 

Si Ton n'a pas le nombre voulu de combinaisons intégrables, on 
n'aura évidemment que des solutions particulières. 

Les méthodes précédentes réus>iront toujours, il est facile de le dé- 
montrer, toutes les fois que les intéjrrales seront de celles quWmpère 
appelle intégrales de première espèce, et qui ne contiennent pas de 
signe d'intégration. 

G. Il est facile de déduire des remarques faites plus haut quelques 
notions nouvelles sur la méthode de la variation des constantes, mé- 
thode à laquelle Bour attachait la plus irrande importance. 

Voici, pour le cas du second ordre, comment on devrait appliquer 
la méthode de Lagrange; il faudrait d'abord chercher une intégrale 
particulière contenant cin(| constantes et, remplaçant ensuite les con- 
stantes par des fonctions arbitraires, en disposer de manière que les 
expressions des dérivées jusqu'au second ordre restent toutes les 
mêmes. On serait ainsi ramené à un svstéme d'équations simultanées 
m généra] tout aussi difficile à intégrer que l'équation proposée; et 
par conséquent la méthode n'offre plus les mêmes avantages que 
pour le premier ordre. 

Mais supposons qu'au lieu de connaître l'intégrale finie avec cinq 
constantes, on ne connaisse qu'une intéîrrale particulière du premier 
ordre avec deux constantes 

(i i) o(x, V, z, p, 7, a,h) = o. 

Cette intégrale satisl'aisant, quels que soient a et b^ à l'équation 
|)roposée, si, entre l'équation (i3) et ses deux premières dérivées, on 
élimine a et b, on devra retrouver l'équation ditrérentielle proposée. 
Cela posé, supposons que a tl b soient, non plus des constantes, mais 
des fonctions de x, k, -,/?, 7; remplaçons b par une fonction arbi- 
traire de «, et déterminons a par l'équation 

ôo Ozf db 

a deviendra une fonction de «r, r, z, /?, 7, déterminée par l'équa- 
tion (i4)î Jcs deux dérivées de l'équation (i3) ne changeront pas de 
forme, et l'on aura cette fois une inté ivraie intermédiaire avec une 
fonction arbitraire déduite d'une intégrale ne contenant que deux 
constantes. 

Le même théorème s'appli([ue à toutes les équations V = a con- 
sidérées au n** k. 
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NOTE XL 



SUR L'ÉQUATION AUXILIAIRE. 



1. Dans un Article inséré en mars i883 au tome XCVI des Comptes 
rendus (*), j'ai introduit une notion qui me paraît utile : celle de 
l'équation auxiliaire d'une équation difl'érentielle ordinaire, ou 
d'une équation aux dérivées partielles contenant un nombre quel- 
conque de variables indépendantes. Comme l'équation auxiliaire in- 
tervient dans l'étude des deux problèmes de Géométrie qui font 
l'objet principal de la dernière Partie de cet Ouvrage, je vais en dire 
quelques mots, sans entrer d'ailleurs dans l'étude détaillée et appro- 
fondie de ses diverses applications. 

Considérons, pour fixer les idées, une équation quelconque, diffé- 
rentielle ou aux dérivées partielles, définissant une fonction z d'une 
ou de plusieurs variables indépendantes. Si Ton y remplace z par 
z-\-î,z'y que l'on développe suivant les puissances de t et que l'on 
égale à zéro le coefficient de e, on aura une équation linéaire et homo- 
gène par rapport à z' ^ que j'appellerai l'équation aujciliaire de 
i*équation proposée. L'équation auxiliaire définit les solutions infini- 
ment voisines d'une solution donnée; elle a, par conséquent, une 
signification qui ne dépend en aucune manière du choix des variables 
indépendantes et qui subsiste après un changement quelconque de 
variables. 

La notion de l'équation auxiliaire se généralise sans difficulté et 
s'étend à tout système d'équations différentielles ou aux dérivées 
partielles; chaque système de ce genre, quel que soit le nombre des 
équations, des fonctions inconnues ou des variables indépendantes, 
admet un système auxiliaire qui définit ce que l'on peut appeler 



(') Dahboux (G.), Sur les équations aux dérivées partielles {Comptes 
rendus, t. XCVI, p. 766; 19 mars i883). 
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toutes les solutions infiniment voisines d'une solution donnée. Pour 
obtenir le système auxiliaire on remplacera chaque fonction in- 
connu Ui par w/-hew/, et Ton égalera à zéro la dérivée de chaque 
équation par rapport à e, en faisant s = o après la dérivation (*). 

2. Lorsqu'on sait intégrer complètement un système d'équations 
différentielles ou aux dérivées partielles, on sait évidemment intégrer 
le système auxiliaire. Il suffit, pour cela, de substituer à chacune des 
équations finies qui constituent l'intégrale sa variation première, ob- 
tenue en faisant varier toutes les arbitraires, constantes ou fonctions, 
qui entrent dans cette équation, et toutes les fonctions inconnues Ui 
dont, conformément à la notation déjà employée, on remplacera les 
variations ow, par u\. Si, par exemple, il s'agit d'une équation difTé- 
rentielle du second ordre dont l'intégrale générale est définie par la 

formule 

u=f(x, C, Cl), 

l'équation auxiliaire aura pour intégrale 



de dc\ 

c' et c\ désignant deux constantes nouvelles, indépendantes de c et 
de Cl. 

S'il s'agit, au contraire, d'une équation aux dérivées partielles 
admettant une intégrale définie par des équations de la forme suivante, 
où «p(a), <K?) désignent les deux fonctions arbitraires, 

z = /[a, p, ç(a), <p'(a), ..., ^(?), f (P), ...], 
on aura à joindre à ces trois équations les suivantes : 



"-ai 






C) On pourrait généraliser cette notion du système auxiliaire en faisant varier 
dans les équations, non seulement les fonctions inconnues, mais encore certaines 
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OÙ îpo(«), ^o(?) désignent deux nouvelles fonctions arbitraires et 
entre lesquelles on pourra éliminer les variations a', P' de a et de p ( * ). 

Nous représentons par -j^> ^, ... les dérivées complètes prises par 
rapport à a et à p. 

3. Comme le système auxiliaire est linéaire, son étude est relative- 
ment facile; et elle peut fournir des conclusions précises relatives au 
système proposé. Supposons, par exemple, qu'étant donnée une seule 
équation aux dérivées partielles. Ton demande que cette équation ad- 
mette une intégrale générale dans laquelle figureront, sans aucun 
signe d'intégration, des fonctions arbitraires avec leurs dérivées, jus- 
qu'à des ordres déterminés pour chacune des fonctions. 11 devra en 
être de même pour l'équation auxiliaire en z'y quand on y rem- 
placera z par une solution quelconque de l'équation proposée. 

Cette condition, nous l'avons vu pour le cas de deux variables in- 
dépendantes, se traduira analytiquement par certaines relations entre 
les invariants de l'équation auxiliaire. En écrivant ces relations, on 
obtiendra de nouvelles équations aux dérivées partielles en Zy qui 
devront être vérifiées en même temps que l'équation proposée. La 
solution de la question proposée pourra être ainsi ramenée à de 
simples éliminations. 

k. Laissant de côté les nombreuses applications que l'on peut faire 
de ces remarques, j'étudierai plus spécialement les deux problèmes de 
Géométrie suivants. 

Considérons une surface (-) et cherchons toutes les surfaces infi- 
niment voisines qui peuvent former avec (2) une famille de Lamé, 
c'est-à-dire une famille d'un système triple orthogonal. Si p, p,, pt 
désignent les paramètres des trois familles qui composent un système 
orthogonal et si l'élément linéaire de l'espace est donné par la formule 

€/5î = II» é/pî -h n î rfpj -4- H J é/pj, 

H, Hi, llj satisfont à des relations aux dérivées partielles du second 
ordre que nous avons déjà démontrées au n° 14.9 (*). Supposons que 
la surface (S) fasse partie de la famille de paramètre p2. Comme les 



arbitraires, constantes ou fonctions. Mais on peut, en introduisant des inconnues 
nouvelles, ramener cette inélliode plus générale à celle que nous employons dans 
le texte. 

( ' ) On pourra utiliser de même toutes les solutions incomplètes, pourvu qu'elles 
contiennent des arbitraires, constantes ou fonctions, que Ton pourra faire varier. 

(') Voir aussi n" 1039, 1047 et 1054. 
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surfaces de paramètres p et pi la coupent suivant ses lignes de cour- 
bure, on peut dire qu'en chacun de ses points, les variables p, pi, les 
fonctions II et Hj, pourront être regardées comme connues; et, pour 
résoudre le problème proposé, il suffira de déterminer, en tous les 
points de (S), la fonction H, qui, multipliée par la constante ûfpj, 
donne la distance de chaque point de (S) à la surface infiniment 
voisine cherchée, surface que nous appellerons (S'). Or la fonction Hj 
satisfait (n°* 149, 1039) à Téquation 

dpc)pi ~ H d^i dp Hi dp âpi 

qui, nous l'admettrons ici pour abréger, est à la fois nécessaire et 
suffisante; de sorte que le problème est ramené à l'intégration com- 
plète de cette équation aux dérivées partielles en Hj. 

Cette équation est Tune de celles auxquelles on peut ramener la 
solution complète du problème suivant : 

Trouver toutes les surfaces admettant la même représentation 
sphérique que la surface (2). 

Car, admettant les solutions j?, y, -:;, elle n'est autre que l'équation 
ponctuelle relative au système conjugué formé par les lignes de cour- 
bure de (S) et ne diffère pas, par exemple, de l'équation (6) du 
n® 948 {voir aussi n° 950). 

Nous établissons ainsi une relation entre deux problèmes qui, au 
premier abord, paraissent tout à fait différents : d'une part, la déter- 
mination de toutes les surfaces admettant même représentation sphé- 
rique que (2) et, d'autre part, la détermination des surfaces (2') 
infiniment voisines de (S) dans toute famille de Lamé dont fait 
partie (S). L'explication de ce fait apparaît immédiatement lorsqu'on 
se rappelle le théorème de Ribaucour démontré au n° 972. D'après 
cette proposition, les cercles osculateurs aux trajectoires orthogo- 
nales des surfaces d'une famille de Lamé, aux points où ces trajectoires 
rencontrent l'une d'elles (S), forment un système cyclique. Par suite, 
la surface donnée (2) et la surface cherchée (S') peuvent être consi- 
dérées comme deux trajectoires infiniment voisines des cercles qui 
font partie d'un système cyclique. Et, de là résulte la génération sui- 
vante de (S') : 

On construira le système cyclique le plus général formé de 
cercles normaux à (S), et la surface cherchée (£') sera une de 
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celles que nous avons appris à construire aux n°' 951 et suii\, et qui 
sont normales à tous les cercles du système. 

Comme on sait que la recherche de tous les systèmes cycliques pré- 
cédeuts se ramène à la détermination de toutes les surfaces admettant 
même représentation sphérique que (S), Texplication cherchée est 
ainsi fournie d'une manière complète; et la relation établie entre les 
deux problèmes confirme un résultat déjà établi par une autre voie 
(n° 981), mais qui, ici, devient évident : c'est que le problème de la 
représentation sphérique, une fois résolu pour une surface (S), le 
sera par cela même pour toutes les surfaces inverses de (2). 

5. Considérons maintenant un autre problème : la recherche des 
sur/aces applicables sur une sur/ace donnée (S). Si, conformément 
aux. idées précédentes, nous commençons par rechercher les surfaces 
applicables sur (S) et infiniment voisines de (2), nous savons que la 
solution du problème se ramène en définitive à l'intégration d'une 
équation à invariants égaux 

Les surfaces pour lesquelles on sait le résoudre se partagent en 
différentes classes. Pour chacune d'elles, on connaît les expressions 
des coordonnées rectangulaires x, y, z d'un point de la surface en 
fonction des paramètres a et p des lignes asymptoliques; les ex- 
pressions contiennent au moins quatre fonctions arbitraires de a et 
de p. Pour les surfaces de la ^iè™o classe, l'intégrale générale de 
l'équation en 6 comprend deux fonctions arbitraires de a et de p, avec 
leurs dérivées jusqu'à l'ordre p — i, et les expressions de x^y^z con- 
tiennent ip-\-[^ fonctions arbitraires (ou 2/; -h 2 si l'on choisit con- 
venablement les paramètres a et 3). Or il est clair que, si l'on considère 
toutes les surfaces qui sont applicables sur une surface donnée et sont 
déterminées par des équations qui ne contiennent que des fonctions 
arbitraires avec leurs dérivées jusqu'à un ordre déterminé, le pro- 
blème de la déformation infiniment petite se résoudra par des for- 
mules qui seront toujours de même forme et de même nature pour 
chacune d'elles. Toutes ces surfaces devront donc faire partie de l'une 
des classes que nous venons de définir; et Von devra pouvoir les 
obtenir en établissant des relations finies ou différentielles entre 
les fonctions arbitraires de ol et de ^ qui figurent dans les ex- 
pressions générales des coordonnées Xy y^ z d*un point de l'une de 
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ces surfaces exprimées au moyen de a et de p. Telle est la marche 
que nous allons suivre et formuler analytiquement. 

6. Reprenons les formules du n°883 

<'> ^-/(''^-•■S)^-(«.§-«.$)'^. 

où 6,, 0], 0] sont solutions d'une équation de la forme (f.). 
Les quantités x,, i',, z,, définies par les relations 

où 0) est Tintégrale la plus générale de Téquation (2) à laquelle sa- 
tisfont 0,, O2, O3, donnent la solution la plus générale de Téquation aux 
<lifrérentielles totales 

i'i) dx dx\ -f- dy dy^ ■+• dz dzi = Oy 

de sorte que, t désignant une constante infiniment petite, 

x-^zxi, y-^zyu z-\-tzi 

sont les coordonnées d'un point d'une surface (S') infiniment voisine 
de (S) et applicable sur (S). 

7. Cela posé, si Ton a établi, entre les fonctions arbitraires con- 
tenues dans les formules (3), des relations telles que toutes les sur- 
faces (S) soient applicables les unes sur les autres, et si l'on fait 
varier, non seulement les fonctions arbitraires qui subsistent seules, 
mais aussi les paramétres a et p, les expressions 

^ dx ^ dx ^Q 

^ ây ^ Oy ^ 

^ âz ^ àz ^ 

- j- o;5 — — oa H — 77 op, 



*.', 
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OÙ ox, oy, àz désignent les variations provenant du changement de 
forme des fonctions arbitraires, seront aussi les coordonnées d'un 
point d'une surface applicable sur (S) et infiniment voisine de (2). 
Pour que celte surface se confonde avec (S'), il sera nécessaire et 
suffisant que Ton puisse disposer de oa, ù^ de manière à satisfaire aux 
équations (*) 



^ dx ^ d,r ^Q 

OX -r- oa T OO = Xt, 

0% d'à ' ^' 



(fi) 



' ^y 



^y ^ , ^y >Q 

-— oa -i- -^ttoB = Vi, 



ôz ^ 



dz ^, 



05 H r- oa -i- -777 3 = 5i ; 

06 



et, réciproquement, toutes les fois qu'il sera possible de satisfaire à 
ces équations, toutes les surfaces (S) seront applicables les unes sur 
les autres. 

8. Si Ton remarque que 0,, Oj, 6j sont les paramètres directeurs de 
la normale à (S), on peut remplacer les trois équations précédentes 
par Tunique équation 



(7) 



e = 0,(OJ7 — X, ) -+- 62(0^ —yt ) H- 0,(05 — 5| ) = G, 



obtenue en ajoutant les trois équations après les avoir multipliées 
respectivement par 0,, O5, O3. 

Cette dernière équation contient des signes de quadrature, mais on 
peut les faire disparaître par difTérentiation. On a, en effet, identi- 
quement 

Oa 






(8) 



= '2 



80, oO, 0O3 
Oa 



(>e, 00., 

OOL 0% 



— '2 



Ox O 



Oi 



(>0, 

o'p "■ "(^p 






dfJ 



(>3 



Et, par conséquent, il faudra d'abord que les fonctions w, 0,, 62, O3, 



(*) Nous supposons que la constante £ ait été réunie en multiplicateur aux 
fonctions arbitraires qui figurent dans o). 
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oO,, oO], 0O3 puissent vérifier identiquement la relation 



(9) 



oO, 


aoj 


ae. 


00 1 


do^ 


OOi 


Ù7. 


dOL 


di 


€)0| 


(^e, 


(^0, 


^? 


ô^ 


ô^ 






qui est débarrassée de tout signe d'intégration. Lorsque cette équa- 
tion sera vérifiée, la principale difficulté du problème aura disparu; 
il restera néanmoins à vérifier Téquation primitive (7), qui n'est 
nullement une conséquence de la précédente, mais dont le premier 
membre 6 satisfera alors, en vertu de Tidentité (8), à Téquation 



dôcJp 



^ ke. 



9. Appliquons d'abord cette méthode générale aux surfaces de la 
première classe, pour lesquelles on a 



(lo) 



0,= A,-:-13„ 02=A,-+-B4, e3=A5-+-B3, 



A,, A,, A3 étant des fonctions de a et B|, Bj, B3 des fonctions de p. 
L'équation à invariants égaux à laquelle satisfont Oj, 0,, O3 est ici 



(ti) 

et Ton a 



ÔOLÔ^ 



= 0, 



a: -- A3 Bs — Aj B3 -h /( Aj dk^ — A3 dX^ ) — /"(Bj dB^ — Bj rfBj). 
(155) I y r- Al B3— AjB, -4- /(( A3 dXi - A, d\^) — C{B^ t^i— Bi c^Bj). 
^ =-- Aï B i — A , B2 -4- /( Al dXt — A2 rfA, ) — A B, t/B,— Bj é/Bi ). 

Voyons si l'on peut établir entre les fonctions A et les fonctions B 
des relations telles que toutes les surfaces correspondantes soient 
applicables les unes sur les autres. Comme il doit rester une fonction 
arbitraire de a et une fonction arbitraire de p, il est clair qu'il ne 
faudra obtenir qu'une relation entre les fonctions A et une entre les 
fonctions B. 

On a ici 



(i3) 



oi — A -+- B, 
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et réqiiatîon fondamentale prend la forme 



5i3 



(i4) 



oAi-f-8Bi oAj-hoBj oAs-i-oBa 



A'. 



A'j 



a; 

B' 



--S«'S-»'S«'S- 



0'? 



Comme, par sa nature même, elle se décompose en relations liné- 
aires entre les fonctions de a et entre les fonctions de p; comme, 
d'autre part, A' et B' s'annulent en même temps que les 8A/ et les SB,, 
on peut admettre que A' dépend linéairement de oAi, SAj, 0A3 ; que B' 
dépend linéairement de oBj, oB,, 0B3; el, par suite, Téquation précé- 
dente se décomposera dans les deux suivantes : 



05) 



(16) 



oAi 


2Aj 


SAj 


A', 


a; 


A '3 


B'. 


b; 


B', 


SB, 


SB, 


SBj 


a; 


A', 


A's 


b; 


B'« 


B'a 



-A'§(A,-hB,)B;.:=o, 

-b'J§(a,-4-b,)a; = o. 



Si, dans la première, on donne à a une valeur quelconque, mais fixe, 
elle prend la forme 

(B,-i- mi)B; H- (B^-T- mOB'j -t- (Ba-i- m^)W^ = o, 

mi, 7722, 7723 désignant des constantes. En intégrant, on aura donc 
(Bj— rni )2-t- (Bj-i- m^)^-- ( B3-+- /Wj)*= consl. 

Mais, comme il est permis, dans les expressions des 0/, de réunir les 
constantes nti aux fonctions A/, on pourra supposer que ces constantes 
soient nulles et ramener Téqualion précédente à la forme 

(17) Bî-^B]-f.Bj=2/2, 

h désignant une constante. Alors Téquation (i3) prendra la forme 



oAi 

a; 
b; 



0A2 OA; 

Bl b; 



-a'§A/b;.= o, 



et, comme il ne peut exister aucune autre relation entre les fonc- 
tions B/, on devra annuler le coefficient de chaque dérivée B^, ce qui 
D. — IV. 33 
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donnera 

IX'-i oAj— \j 0A3— A' A, = o, 
a; 0A3- AioA,- A'Aj = o 
Aj oAi — A'j oAj — A' A3 rrr O. 

On déduira de là, en multipliant les trois équations respectivement 

par a;, Aj, a;, 

Al A', -- A» A 2 -f- A3 A3 = o, 
et, par suite, 

(19) A|-t- A^-h A; = 2^1, 

//j dési;j;nant une nouvelle constante. 

L'équation (9) étant vérifiée en vertu des relations (17) et (19), il 
faut revenir maintenant à l'équation (7). On a ici • 

r, T. AB, - BA, — f(\ dXt - Ai liX) h Ab ^B, - Bj rfB), 

^, = ABj— BAs - f{ A c^Aî— A, d\ ) -f- Ab rfB., — Bj ^B), 

;;,= AB3-BA3— Aa^/As— A3t/A)-+- r(Bt/B3— Bje/B). 

Un calcul facile donne, en tenant compte des relations (18) et des 
relations analogues relatives aux fonctions B/, 



or — Xi= (As-f- B2)(oA3 — 0B3) 

-(A3-hB3)(oA,— oB,)-h(A-+-B)(A,— B,). 

On déduit de là 

e = C0i(oa7 — J7,)=(A-|-B)(2^,— 2A). 

Il suffira donc de prendre h^=ih^ et Ton retrouvera ainsi, dans 
ce qu'elles ont d'essentiel, les propositions énoncées au\ n®" 769 
et 770. 

10. Pour les surfaces de la seconde classe, on a 



> 



«1 — Aj-r- «i — 2— ^ 

a— |i 

■ A » / i-./ A« — Bj 

(•20; ' 0.= A;-f- B'j — 2-^ — ~, 

"a — p 

0,= A3-+-B3 — 2-- f-' 
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Les formules qui donnent les coordonnées sont aussi plus com- 
pliquées. 

Par exemple, la valeur de x est 

x=y(A;AÎ-A'3A;)t/a-|(B;Bî-B3Bï}</?-f-A'3B;-.A;B'3 

(A3-B3)(A',-B;)-(Ai-BO(A;-B:,) 



-i- 1 



a-? 



et Ton obtiendra les valeurs correspondantes de ^ et de :; par des 
permutations circulaires effectuées sur les indices i, 2, 3. La valeur 
de Xj est de même 

x, = /( a; A' - A' Aï) d% — Ab; b "— B' H])d^ -+- a'b; — a; b' 

(A - \))(\\ - b; ) - ( A, — B, )( A'— B') 

■+- 2 -n • 

a— fi 

L'équation à résoudre (9) prend aussi une forme beaucoup moins 
simple. 

On parvient néanmoins à en trouver une solution en adoptant 
riiypothèse 

(-21) oA/= AA;— A' A/, oB/= BB;- B'B/, 

qui conduit aux valeurs suivantes pour les fonctions arbitraires 
/ . .A'— I . A*-+-i lA 

( ^*-*inr"' ^'- TÊT' '^*- B'* 

A et B désignant des fonctions arbitraires, différentes, bien entendu, 
de celles qui figurent dans les expressions précédentes de oA/, oB/, 

La solution correspondant à ces valeurs des fonctions A/, B^t n'est 
pas distincte de celle que nous avons donnée aux n°» 1078-1080 d'après 
M. Weingarten. Elle convient aux surfaces applicables sur le para- 
boloïde dont une génératrice est tangente au cercle de Tinfini. 

11. D'une manière plus générale, on peut se demander de trouver 
quelles seraient les valeurs des fonctions O, qui correspondraient aux 
solutions nouvelles considérées par MM. Weingarten, Baroni et 
Goursat, solutions que nous avons fait connaître au Liv. VIII, 
Ch. XIII. On verra facilement, en ayant égard aux formules du n°916, 
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que si p est la solulion générale de réquation (57) du n^* IOTA* 



(23) 

il faut prendre 



OoLd^ (i-i-a?)»' 



C, C, G" étant les cosinus directeurs donnés par les formules (52 ) 
(no 1074). 
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TABLE ANALYTIQUE DES MATIÈRES 

PAR ORDRE ALPHABÉTIQUE (»)• 



Action dans un mouvement, 544. Théo- 
rème de Thomson et Tait, 544- 
Principe de la moindre action dans 
le plan, 545. Sur une surface, 550. 
Action relative à un mouvement dans 
l'espace, 55G, 557. Principe de la 
moindre action, 558. Variation de 
Faction, 550. Généralisation des pro- 
priétés des rayons lumineux, 5G0, 5G1. 

Anallaqmatiques (Surfaces), 172,847, 
849, 850. 

Analogies entre la Géométrie du plan 



et celle des surfaces à courbure con- 
stante, 793-701. 

Angle de continoence géodêsiquf, 
Gi2. 

Angles relatifs à une forme quadra- 
tique, 572, 574. Orlhogonalité relative 
à une forme quadratique, 572. 

Anticaustiqi'es par héfraction, leurs 
lignes de courbure, 479. Leur équa- 
tion tangentielle, 480. 

Axes optiques, leur définition, 45?. 
Leurs propriétés, 453 et suiv. 



Bjôrlino. Travaux sur les surfaces 
minima, 182. 



13RACI1IST0CIIR0NES, 550. 



Caractéristiques des équations aux 
DÉRIVÉES PARTIELLES non linéaires 
du second ordre, 709 et suiv.. Théo- 
rie de l'équation 

A(// — *») -4- Dr 

-h2G*-^B'f -{-D = o, 

709 et suiv. Voir aussi Note X. 
CARACTERISTIQUES d'une équation liné- 
aire aux dérivées partielles du second 
ordre, 106. Propriétés géométriques. 



107. Cas où elles sont les lignes de 
courbure, 108. 

Caténoïde ou Alysséïde, go. 

Centre de courbure qéodésique, 400, 
G34, G37. 

Cercles géodésiques, Gi8 et suiv. 
Courbes dont la courbure géodé- 
sique est une fonction donnée des 
coordonnées du point de la courbe, 
6i0-650. Problème du calcul des va- 
riations dont elles donnent la solu- 



( ' ) Les chiffres donnés so rapportent aux articles et non aux pages dos différents Volâmes. 
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tion, 651, 652. Ccrrles géodésiqucs 
(les surfaces applicables sur les sur- 
faces (le révolution^ 653. De la pscu- 
ilosphcre, 787-7^50. Longueur d'une 
rircoufcrence gc'odésique, 7ÎK). 

CkP.CLES GEODÉ8I0UE8 DES 8UHFACES A 
COl'RBUHE CONSTANTE, 779, 7«0. 

CkIICLES GÉODÉSIQUES et systèmes ISO- 
THERMES, 65 i. Problème non résolu 
relatif aux surfaces ({ui admettent au 
moins trois familles isothermes com- 
posées de cercles géodési(|ucs, ()55. 

Complément au théoukme de Meusmeu, 
511. 

Complexes de droites, 418. 

CONGRLENCES DE CERCLES, 4'l6, i71. 472, 

477. Voir aussi Systèmes cyclkjuks. 
CoNORUENCES DE COURBES, 311. Condi- 
tion pour que les courbes d'une con- 
gruence soient normales à une famille 
de surfaces, 43H, 4!i9. Interprétation 
géométrique de cet!(î condition, 440. 

CONORUEXCES DE COURBES ALGÉBRIQUES. 

Le nombre maximum de surfaces iso- 
lees normales à toutes les courbes de 
la congruencc dépend uniciuemcnt de 
la nature de chaque courbe, 446. Par 
exemple des cercles formant une 
congru(înre ne peuvent élre normaux 
à plus de deux surfaces sans l'être à 
une infinité de surfaces, 446. 

CoNURUKXCES DE DROITES OU RECTI- 

LKiXEs, 318-320. .Systèmes conjugués 
ratlaciiésauxcongruences rectil ignés, 
322, 323. Surfaces particulières pour 
lesquelles les coordonnées de chaque 
point sont de la forme 



A(p-^)"'lo,-«)". 



324. 



CoxGRi EXCES RECTiLiONEs pour les- 
quelles les lignes a<^vmptotiques se 
correspondent sur les deux nappes 
de la surface focale, 483, 886-8S'J. 
Relation entre les courbures totales 
des deux nappes, 889. 

COXQRUENCES RECTILIGNES dont IcS dé- 

veloppablcs doivent découper un ré- 
seau conjugué sur une surface du 
second degré, 455. 

CONGRUENCES RECTILIONES ISOTROPES, 



260, 863. Surface moyenne d'une con- 
gruence isotrope, 865. 

CONGRUENCES RECTILIGNES DONT LES DÉ- 
VELOPPABLES DÉCOUPENT SUR UNE SUR- 
FACE DONNÉE UN RÉSEAU CONJUGUÉ 

DONNÉ, 420, 421. Congruences dont 
les dév(îloppables se correspondent et 
inlerccplenl sur une même surface 
un même système conjugué, ÎKÎ2- 
923. Congruences engendrées par des 
droites parallèles et dont les dévc- 
loppables se correspondent, 923, 941- 

914. 

Congruences rectilionf.s. Condition 
pour que les droites d'une congruence 
soient les normales d'une surface, 
441. Application aux tangentes com- 
munes à deux surfaces homofocalcs 
du second de^ré, 442. Cas où la sur- 
face focale d'une congruence de nor- 
males se réduit à une courbe et à 
une surfare ou à deux courbes, 443- 
4M. 

Congruences spéciales de courbes 
p(Mir Ic'tiuelles chaque courbe est 
rencontrée seulement par deux cour- 
bes infiniment voisines, 470, 471. 

Coordonnées curvilignes sur une sur- 
face 62-03. 

c00ri)<»nnées de la droite, 139. 

Coordonnées homogènes d'une sphère, 
ir>6. Coordonnée-^ de la sphère qui 
enveloppe une surface sur les deux 
nappes de laquelle les lignes de cour- 
bure se correspondent, 477, 483. 

Coordonnées pentasphériques, 150 et 
suiv. Le système de cinq sphères or- 
thogonales, 151. Surfaces isother- 
miques rapportées à des coordonnées 
pentasphériques, 437. 

Coordonnées polaires sur une surface 

65(î, 6r)7. 

Coordonnées symétriques sur une sur- 
face quelconque, 501. Sur la sphère, 
23-26, 916. Transformation homogra- 
phique de ces coordonnées, 27. 

Coordonnées tangentielles spéciales. 
Variables de 0. Bonnet, 1G3. Élude 
de la surface, 164-165. Transforma- 
lion de coordonnées ou déplacement, 
166, 167. 
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Correspondance avec orthogonalité 
DES ÉLÉMENTS, 854. Problème des élé- 
menls rcclangulaires, 854, 855. Cor- 
respondance d'une surface et d'un 
plan avec orthogonalité des éléments 
linéaires, 909 et suiv. 

Correspondance entre deux surfaces 

PAR plans tangents PARALLÈLES, 426, 

432. Translation d'une surface, 427. 
Application à l'Optique dos milieux 
homogènes, 428. Propriétés géomé- 
triques relatives à un cas spécial, 890, 
893, 894. 

Correspondance établie entre deux 
surfaces par la condition que les 
plans tangents aux points correspon- 
dants aient leur intersection dans un 
plan fixe (P), 425. 

Couples de surfaces applicables, 854, 
898. 

COURQE AUX tangentes ÉGALES OU TRAC- 
TRI CK, 60. 

Courbes de M. Bertrand dont les nor- 
males principales sont aussi nor- 
males principales d'une autre courbe, 
8 et suiv., 38, 739. 

Courbes gauches. Théorie cinéma- 



tique, 4 et suiv. Détermination d'une 
courbe gauche quand on connaît une 
relation entre la courbure et la tor- 
sion de l'arc, 35. Courbes à torsion 
constante, 36 et Note IV. 

Courbes minima ou de longueur nulle, 
219, 220. 

Courbes parallèles sur une surface, 
531. 

, Courbure géodésique, 634 et suiv 
Définitions diverses, 635, 636, 637, 
648. Son expression au moyen des pa- 
ramètres différentiels, 676. 

Courbure normale. Théorèmes de 
M. Bertrand, 505. Moment de deux 
normales infiniment voisines, 506. 

CouiiBUUE totale. Courbure moyenne, 
497. Théorème de Gauss, 498. expres- 
sion de la courbure totale au moyen 
du second paramètre différentiel, 
682. 

Cyclides GÉNÉnALES. Cc sont des sur- 
faces isothermiques, 437. Cyclidc de 
Dupin. C'est la seule sur£i)cc dont les 
normales rencontrent deux courbes, 
444. Voir Lignes de courbure. 



Déformation de l'iiyperboloïde de ré- 
volution. Théorème de Laguerre, 
739. 

DÉFORMATION DES SURFACES. Réduction 
nouvelle du problème due à M. Wein- 
garterif 1082 et suiv. 

Déformation des surfaces gauches, 
727 et suiv. Surfaces gauches admet- 
tant un élément linéaire donné, 728, 
729. Déformer une surface gauche de 
telle manière que l'une de ses courbes 
devienne plane, 732, ou rcctilignc, 
733, ou asymptotique, 735, ou ligne 
de courbure, 730. Déformation des 
surfaces gauches étudiée par la mé- 
thode cinématique, 734-735. 

Déformation infiniment petite. Pre- 
mière solution, 852, 856-858, 866. 
Théorème de Ribaucour, 861-862, 
891. Deuxième solution, 867-869,871, 



Les douze surfaces qui se présentent 
dans l'étude de la déformation infi- 
niment petite, 883-897. Les trois ré- 
seaux I, II, III sur ces douze sur- 
faces, 894-897. Déformation infini- 
ment petite des surfaces homogra- 
phiques ou corrélatives, 900,901. Ap- 
plication de la théorie générale de lu 
déformation infiniment petite à la 
solution du problème de la déforma- 
tion finie. Note XI. 
Déformation infiniment petite du pa- 
raboloïde, 859, d'une surface du se- 
cond degré, 860, d'une sphère, 861- 
863 et 915-917, d'une surface à cour- 
bure constante, 879-881 et 918, d'une 
surface minima, 913. 

DÉPLACEMENT A UN PARAMÈTRE, for- 
mules d'Euler exprimant les neuf 
cosinus en fonction de trois angles, 1. 
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DÉPLACBSIENT3 1 DKUX PAnASKIBES, 40 

et suir. rtviations di (Turent ici les entre 
les rotations, 40. Casuù les six rota- 
tions dépendent d'une seule variable, 
ii-4G. Cas où te système n'a pas de 
point fixe. Relaiiuna dilT^renlicItcs 
entre le» rotations e Jcs Iransla inns, 
55. Tliéorénie de MM. Sch. 
et Mannlieim, 57. 

OkFLACKKEKTS a deux PAnAHLTnES I 

lesquels tes mouvenients i\vi 
lies 



58. Pro 



Théorème 4n Jlibauc 

positions relatives à ces déplace 

nicnls,59-Gl. Foir aussi au mot Rot; 

DÉPLACEUENTPAnTicuLtER analogue ai 
mouvement cludiiî par Poiniol d'uj 
corps solide libre, 3'2. 

DÈl-L-icEMENTS fiNLS, Leur représenta 
lalytiquect gcomctriciae. Lcu 






,, Note V. 
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Développée d'unk suiiface, Tj"!. Lij^nc 
asjmptoliques, 753. Tableau de for 



mules se rapportant aux deux nappes, 

754. Relations entre les deux nappes. 
propriétés . i^ ii,.,ii.|i,. .. panbolalde 
des buit di.iL[i,, -:,\ ' ,i,, 

'unesurface, 913, 



t d'une déforma- 



DÉVELOP 

1075. 
DinEcinicE E 

Distance oeucesique sur une surface, 
HG, 53G, 537. Son expression appro- 
cliée, (i5S, G50. Applications, <)62, 
G«3. 



Droite i 



; dont 






ISurface normale â toutes les position* 
de la droite. Ses lignes de courbure, 



'-i-î6u^-c)rft-, 


PLAN 


.\naloRics a 


vec ta llu'i.rie des 




géod 


siques. i3S e 


siiiv. Trajectoires 


s i^onstanlcs, 720. 


qui c 


orrcspondent 


â la même valeur 


courbe gduclie, 12. 


de la 


constante de 


forces vi*es,53S- 



ËLËHENT LiNÉAiBE analogue 11 celui des 
surfaces réglées, G'J7 et .\ute IV. 

I-:lé]|i:nt LtsÉAiRG des Surfaces gauclies. 
Surfaces imaginaires, 7'^. 

KLÉ)lr,\*T LINÊAIUE UAUMONIQUE OU de 

lÀouville, 583. Lignes géodésiques, 

583.584. 
Ellipses et iiYPEiisoLEa uÉnuÉsiouES, 

Ô36-âîy, 587-58S. Théoi-èmcs de 

Chasies cl de Graves, 589. Sur une 

sphère, 745-746. 
ËiLiFsoioE rapporté à ses lignes de 

courbure, 504. Voir GÉODÊaiguES, 

Surfaces iiohofocales. 

17-;. 



de Uibaucour relative i ta corde de 
contact, 473. Proposition relative à 
la polaire de cette corde, 471. Knve- 
loppes pour lesquelles les lignes de 
Courbure se correspondent sur les 
deux nappes, 451, 453, 47â. et sui- 



spUér 



(iic s< 






Kquation ri — s'+ a' — o, 716. 

ÉuUATtON ADJOINTE DE LAQItAKUE (pOUr 

une équation linéaire i une seule 
variable indépeadante ), 368. Pro- 
priétés diverses, 360-371. 

ÉuUiTIOS ADJOINTE D'UNF. ÉQUATIO» AtJS 

3j7. Son ÎQlé- 
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gratioo se ramèoe à celle de la pro- 
posée, 367. 

Équation aux dérivées partiklles de 
Liouville 5 = e*, 7*26, 1078 et Note 111. 

Équation aux dérivées partielles dé- 
finissant les surfaces qui admettent 
un élément linéaire donné, 703-708. 

Équation aux dérivées partielles du 
SECOND ordre intégrée par Bonnet, 
746. 

Équation auxiliaire. Sa définition, son 
emploi. Note XL 

Équation différentielle particulière 
y*-^ y^ = \y qui se rencontre dans 
diverses théories, 0'21, 732 et Note Vï. 

Équations aux dérivées partielles. 
Détermination des équations du se- 
cond ordre admettant une intégrale 
dépendant seulement de deux fonc- 
tions arbitraires des variables indé- 
pendantes, et (les dérivées en nombre 
limité, de ces .fonctions arbitraires, 
Note III de M. Casserai (IV, p. iOô 
et suiv.). Kxtension des méthodes de 
Monge et d'Ampère. Note X. 

Equations aux dérivées partielles 
HARMONIQUES, 406. Application du 
théorème de M. Moutard au cas où 
l'on emploie une relation particu- 
lière harmonique. L'équation dérivée 
est aussi harmonique, 407. Transfor- 
mation (jui permet de dériver d'une 
équation harmonique une infinité 
d'autres équations harmoniques, 410- 
412. 

Équation de Riccati, 10. Sa réduction 
à un système linéaire de deux équa- 
tions, 18. 

Équations de Uiccati qui se présentent 
dans l'étude du déplacement à deux 
variables, 47-5 i. 

Équation d'Fulkh et de Poisson 

344-356. Formule de Poisson donnant 
l'intégrale générale de cette équation, 
354. Sa démonstration rigoureuse, 
361, 362. Généralisation de toutes ces 
propriétés pour un système d'équa- 
tions simultanées, 1016. 



Équation différentielle d'Euler. Ad- 
dition des intégrales elliptiques, 585. 

Équation différentielle linéaire 
d'ordre impair équivalente a son 
adjointe, 373. Intégrale du second 
degré, 374. Uelations entre les inté- 
grales, 375. 

Équations différentielles. Méthodes 
d'approximations successives, Note 1 
de M. Emite Picard (IV, p. 353 et 
suiv.). 

Équations différentielles ultrael- 
liptiques, 464. 

Équations linéaires du second ordre 
A INVARIANTS ÉGAUX, 387 et suiv. Lcur 
forme réduite, 320, 387. Application 
de la méthode de Laplace, 387, 388. 
Étude des cas les plus simples, 389. 

Équations linéaires a invariants 
ÉGAUX. Théorèmes de M. Moutard, 
390, 392, 393. Intégration des équa- 
tions à invariants égaux par l'appli- 
cation de ce théorème, 394-396. Dé- 
monstration d'un point admis par 
M. Moutard, 396. 

Équation linéaire du second ordre 
comprenant, comme cas particulier, 
l'équation de Lamé, note du n* 271. 

Équations linéaires du second ordre, 
théorèmes de Sturm, 628, 629. 

Équations linéaires réductiules a la 
forme harmonique, 413. Equation 
particulière 



I d' z 
z ox i)y 



_ a( ix-i) _ ix'f/- i) 

" (j7-T-r/ {x—yy 

v(v — i) __ v'(v' — i ) 



->r 



Ses réductions diverses à la forme 
harmonique, 415. Forme élégante 
qu'on peut lui donner, 416. roir aussi 
IS'ote II, 
Équations linéaires 

'^=[?(0 + /.]v. 

Si l'on sait intégrer une telle équa- 
tion pour toutes les valeurs de h, on 
en déduira une suite illimitée d'équa- 
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tioD5 pareilles également intégrables, 
408, 409. 

Équations linéaires simultanées aux 
dérivées partielles du second ordi'e, 
t039elsuiv. Extension de la méthode 
ôe Lapiace, 10i2-1044. Systèmes par- 
ticuliers, 1045-1040. 

Équations ponctuelle et tangentielle 
relatives à un même système con- 
jugué. L'intégration de l'une se ra- 
mène à celle de l'autre, 403-405. 

KtUDE CINEMATIQUE d'UNE SUHKACK à 

l'aide du trièdre(T), 484 et suiv., Tan- 
gentes aux courbes tracées sur la sur- 
face, élément linéaire, 485. Directions 



conjuguées, 48G. Lignes asympto- 
tiques, 487. Lignes de courbure, 488. 
Propriété cinématique des lignes de 
courbure, 48ÎK Courbure normale, 
courbure géodésique, 49). Éléments 
du troisième ordre, 492, 493. Sphère 
osculatricc, 493. 
Expressions (/?i, /{)• Leur dénnition, 
397. Leurs propriétés, 398, 399. Déter- 
mination de toutes les expressions 
{niy n) qui satisfont à une équation 
aux dérivées partielles du second 
ordre, 400. Généralisation de la théo- 
rie des expressions {m,n)f 1045. 



Familles de Lame. Définition, 971. Con- 
dition nécessaire et suffisante pour 
qu'une famille de surfaces soit une 
famille de Lamé, 971-97*2. Surfaces in- 
finiment voisines d'une surface donnée 
qui peuvent faire partie avec elle 
d'une uièine famille de Lamé. Note XL 

Fonctions d'une variable complexe sur 
une surface, G80, 681. 

Forme harmonique de l'élément li- 
néaire 

413. Formes harmoniques de l'élé- 
ment de la sphère, 414. Des surfaces 
du second degré 121, 50'i, 1080. 

Formes quadratiques de différen- 
tielles, 572 et suiv. Transformation 
remarquable duc à M. Bcltrami, 575. 
Lignes géodésiques d'une forme qua- 
drati(|ue, 570, 577. 

Formules de Gauss (employées dans 
les Disguisitiones), 098-099. Formules 
qui s'en déduisent et tiennent lieu de 
celles de .M. Coduzzi, 700. Lignes de 



courbure, 701. Relations entre les 
coordonnées rectangulaires x, ^', s, 
les cosinus directeurs de la normale 
c, c', c" et les déterminants D, D', D', 
702. 

Formule de Laguerre relative aux 
courbes admettant même tangente 
en un point d'une surface, 510. 

Formules d'Fuler et d'Olinde Rodri- 
QUFS relatives à un déplacement ou à 
une transformation de coordonnées, 
27, 9G3. Voir aussi Note V. 

Formules de .M. Codazzi, 495 et suiv. 
Premier système de f<>rmules, 495. 
Angle de deux courbes, 496. Lignes 
asymptotiques, lignes de courbure, 
4£6. Coordonnées rectangulaires, 499. 
Sjstème de coordonnées formé par 
les lignes de courbure, 509. Expres- 
sions géométriques des six rotations. 
507, 508. 

Formules de M. Lelieuvre, 870, 873. 
874. Généralisation de ces formules, 
881, 882. 

Formules de M. Serret (J.-A.) rela- 
tives aux courbes gauches, 4. 
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GÉNÉRALISATION DU THÉORÈME DES PRO- 
JECTIONS, 6i8. 

GÉ0DÉSIQUE8. Équation (lifTcrenliclIc, 
514, 515. Propriété Ibadamcntale, 51G, 
521. 

GÉODÉSIQUES DES SURFACES DU SECOND 

DEGRÉ, 442, 4()2, 580. 
GÉODÉSIQUES de la surface pscudosphc- 
rique,786. Distance géodésique sur la 
pseudosphcrc, 7S(5. Des surfaces à 
courbure constante en générai, C84, 
685. 

GÉODÉSIQUES DES SURFACES DE RÉVOLU- 
TION, 580, 581. Équation de Clairaut. 
580. 

GÉODÉSIQUES (Détermination des), 578 
et suiv., 590, 591. Intégrales algé- 
briques et entières, 592. Intégrales 
linéaires, théorème de M. Massieu, 
502. Cas OÙ il y a, à la fois, une inté- 
grale du premier et une intégrale du 
second degré, 590. 

GÉODÉSIQUES se coupant sous un angle 
constant, 530. 



GÉODÉSIQUES dans la Géométrie Cay- 

leyenne, 839 et Note ÏX. 
GÉODÉSIQUE (Segment de) comparé aux 

segments infiniment voisins, 024-020, 

théorème de Jacobi, 027. 

GÉODÉSIQUES A INTÉGRALES QUADRATI- 
QUES. Note II de M. G. Kœnigs (IV, 
p 308 et suiv.). 

GÉODÉSIQUES, théorèmes de M. Bonnet 
relatifs au plus court chemin, 030,031. 

GÉOMÉTRIE Cayleyenne. Auglcs et dis- 
tances, 830. Élément linéaire de l'es- 
pace, 837. Angle de deux directions, 
838. Lignes géodésiques, 839. Lignes 
de courbure, 840,841. Généralisation 
des surfaces miuima, 8i2-845. Mode 
de transformation qui rattache la 
Géométrie de Caylev à la Géométrie 
euclidienne, 840 et suiv. Elément 
linéaire des surfaces réglées dans la 
Géométrie Cayleyenne, Note I\. 

Géométrie de la sphère et Géométrie de 
la droite. Rapprochements, 157, 168. 
Voir aussi Transformations. 



H 



HÉLICE. Propriété caractéristique. Le 
rapport de la courbure à la torsion 
est constant, 0. 



IJklicoïdes applicables sur une surface 
de révolution, 75, 70. 

IIÉLICOÏDE GAUCHE A PLAN DIRECTEUR, 08. 



Indicatrice spiiérique d'une courbe 
gauche, 5. 

Infiniment petits relatifs aux courbes 
et aux lignes géodésiques, 003-005. 

Infiniment petits se rapportant a une 
courbe gauche, Note IV, 2 à 5. 

Intégrales d'une forme déterminée du 
PR0DLÈ3IEDES GÉODÉSIQUES. Intégrales 
ne contenant que p et 7, 019-020. In- 
tégrales relatives à l'élément linéaire 

621. 



Intégrale générale d'une équation 
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. Remarques 
sur la définition qu'on ]ieut adopter, 
307. 

Intégrales homogènes et de degré 
SUPÉRIEUR du problème des Géodé- 
siques, 010 et suiv. Intégrales décom- 
posées en facteurs, 011, 012. Inté- 
grales linéaires et fractionnaires, 013, 
014. Intégrales à deux facteurs, 615, 
610, 017, 018. 

Intégrales homogènes quadratiques 
du problème des géodésiques, 593, 
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594. Formes correspondantes de l'élé- 
ment linéaire, forme de LiouvUle, 
593; de M. Lie, 594. Théorème géné- 
ral, 595. 

Invariants d'une équation linéaire aux 
dérivées partielles, 3*27, 330. Formes 
réduites de celle équation, 328, 329. 
Relations entre les invariants d'une 
équation linéaire et de son adjointe, 
3G5, 3GG. 

Invariants ou paramètres différen- 



tiels. Leurs applications, G72-C78. 
Opérations sur ces paramètresi 679. 
Leur calcul pour les fonctions les plus 
simples, G79. Expression de la cour- 
bure totale de la surface au moyen 
du second paramélre difTérenticI, G82. 

Inversion dans le système de coordon- 
nées langenlielles de M. O. Bonnet, 
174. 

Inversion composée, 903, 904, 907, 9G2. 



Legendre. Intégration de l'équation 
aux dérivées partielles des surfaces 
minima, 178. 

Lignes asymptotiques, 109, 110, 114. 
Lignes asymptotiques de surfaces par- 
ticulières, 111. Des surfaces tétraé- 
drales, 112, 113. 

Lignes asymptotiques. Propriétés rela- 
tives à la déformation, 703, 720-722. 
Déformation lorsqu'on prend comme 
variables les paramètres des deux 
familles de lignes asymptotiques, 722- 
726. Surfaces applicables de telle ma- 
nière que les lignes asymptotiques de 
Tune des deux familles ou des deux 
familles soient des courbes corres- 
pondantes, 723-724. 

Lignes asymptotiques des surfaces 
gauches. Théorème de M. Paul Ser- 
rety 735. 

Lignes asymptotiques d'une classe de 
surfaces comprenant comme cas 
particulier la surface des ondes. Re- 
lations entre les rayons de courbure 
principaux et les normales, Note 
VIII. 

Lignes de longueur nulle. Ce sont des 
géodésiques, 517. 

Lignes de courbure. Leur équation 
difTérentielle, 138, 139. Formules 
d'Olinde Rodrigues, 141, 142. Leur 
équation différentielle en coordonnées 



ponctuelles, 143, 144; en coordonnées 
langenlielles, 158etsuiv. L'inversion 
ne change pas leslignesde courbure, 
140. Théorème de Dupin relatif aux 
lignes de courbure des surfaces fai- 
sant partie d'un système triple or- 
thogonal, 147. 

Lignes de courbure. Réciproque du 
théorème de Dupin relatif aux lignes 
de courbure dans les systèmes ortho- 
gonaux, 441. 

Lignes de courbure des anlicausliques 
par réfraction, 479; des surfaces mi- 
nima, 197; des surfaces gauches, 736; 
delà surface x"*y"*zi'= C, 140; des 
cyclides, 145, 154. 

Lignes de courbure se correspondant 
sur les deux nappes de la développée. 
Théorème de Ribaucour, Ibl. 

Lignes de courbure de la surface 
des ondes. Leur détermination quand 
la surface diffère peu d'un cylindre 
ou d'une sphère, Note VIII. 

Ligne gkodesique (Variation d'un seg- 
ment de), 525, 526, 53C. Voir aussi 
Géodésiques. 
; Ligne DE striction d'une surface gauche, 
737, 738. Propriétés nouvelles, 1085- 
108G. 

Longueur réduite d'un segment de géo- 
désique, 633. 
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MÉRIDIENS ET PARALLÈLES tlc MincUllg^ 

203. 

Méthode de Laplace pour la transfor- 
malion des équations linéaires aux 
dérivées partielles du second ordre, 
330. 

Métho'de de Riemann. Kmploi de l'éq na- 
tion adjointe, 3ô8, 350. 

Meusnier. Mémoire sur la courbure 
des surfaces, 170. 

Mongk. Inté(rration de Téquation aux 
dérivées partielles des surfaces mi- 
nima, 177. 

Mouvements dans l'espace. Familles 
de trajectoires pour lesquelles il y a 



un potentiel des vitesses. 553-555. 
Propriété de minimum relative à une 
intégrale triple, 552. 

Mouvements plans. La solution de 
chaque problème de Mécanique dans 
le plan permet de déterminer une 
infînité de systèmes orthogonaux dont 
fera partie une courbe plane quel- 
conque, 549. 

Mouvements plans. Trajectoires pour 
lcs<]uelles la constante des forces vives 
n*a pas la môme valeur, 551. Pro- 
priétés de minimum relatives à des 
intégrales doubles et triples, 551, 
552. 



Ombilics. Forme des lignes de cour- 
bure dans le voisinage d'un ombilic. 
Ombilics de la surface des ondes. 
Note VII. 

Ombilics catoptriques, 454. 



Ondes lumineuses, 428. Surface des 
ondes. Note VIII. 

OllDRE et classe DES SURFACES MINIMA 

ALGÉBRIQUES, 233 et suiv. 
Ovales de Descartes, 120. 



Paramètre de distribution d'une sur- 
face gauche, 731. 

Paramètre différentiel AO du premier 
ordre, 531, 072. Paramètres différen- 
tiels A(©, '}), e(ïî, ^>), 073. Angle de 
doux courbes au moyen de ces para- 
mètres, 072. L'élément linéaire de la 
surface exprimé sous forme invariante 
au moyen des paramètres différentiels, i 
077. 

Paramètre différentiel du second 
ordre, 07i. Application du théorème 
de Green, 074. 

Perspeï'.tives des lignes asymptotiques. 
tilles forment un réseau plan à inva- 
riants ponctuels égaux, 875, 870. 

Plus court chemin sur une surface, 
022, 023, 031-032. 

PoDAiRE d'une surface, scs ligucs dc 
courbure, 45 i. 



Points focaux des congruences, 312 et 
suiv. 

Points multiples et lignes multiples 
des surfaces minima, 241. 

POLHODIE, 501, 510. 

Principe d'IIamilton dans les mouve- 
ments plans, 540; dans les mouve- 
ments sur une surface, 550. 

Problème de Caucuy, 717. 

i*ROBLÈME DE M. DiNi relatif à la re- 
présentation géodésique, 001-003, 
008. 

Problèmes du calcul des variations 
qui conduisent à une même équation 
différentielle du second ordre, 004- 
000. Application aux problèmes de 
MM. Beltrami et Dini, 007, 008. 

Problème général de la Dynamique, 
502 et suiv. Fquations dc Lagrange 
et d'Ilamiltonf 502. Définition d'une 
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famille de solulions, 5C3, 5Gi. Familles 
orthogonales pour lesquelles il y a un 
potentiel des vitesses, 565, 506. Ex- 
pression de la force vive due à M. 
Lipschitz, 507, 568. Action, 568. Le 
principe de la moindre action dans 
toute sa généralité, 568, 500, 570. 
Problkme oe plateau. Méthode de 
M. Wcier strass, 281 et suiv. 



Problèmes relatifs à la déformation 
d'une surface, 718 et suiv. Défor- 
mer une surface de telle manière 
qu'une de ses courbes prenne une 
forme donnée, etc., 718-719, 721. 

Projection stéréographique de la 
sphère, 798-790. 

Pseudospiière, 66. 78. 



Rang des expressions de la forme 
AX -+-A,X'-r-...-f- A,\('\ 

où X désigne une fonction arbitraire 

de x, 335, 3U, 3i2. 
Rayon de courbure d'une ligne asym- i 

ptotique, 513. 
Recherche des lignes géodésiques, 

531, 532, 533. Théorèmes de Jacobi, 

532, 533, 537. 
Réflexion et réfraction des rayons 

lumineux, 151-453. Axes optiques, 
152,453. Ombilics catoptriques, 454. 
Construction de l'anticaustique, 450. 
Développablcs formées par les rayons 
lumineux et conservées par la ré- 
fraction, 'i 51 -453. 

Relations entre les six éléments 
d'un triangle gêodésiqle, 666 et 
suiv. Cas des surfaces à courbure 
constante, 666. Les surfaces applica- 
l>les sur les surfaces de révolution 
sont les seules pour lesquelles il y ait 
une relation entre les six éléments, 
060-671. 

Relations entre deux surfaces sur 
lesquelles les développablcs d'une 
même congruence interceptent des 
réseaux conjugués, 422-424. 

Représentation conforme de deux sur- 
faces l'une sur l'autre, 119. Repré- 
sentations sur le plan des surfaces 
du second degré, 121, 122. 

Représentation conforme des aires 
planes, 128 et suiv. Représentation 
sur la partie supérieure du plan d'une 
aire limitée par des droites, 132; par 



des arcs de cercle, 133-135; par trois 
arcs de cercle, 136. 

Représentations conformes sur le plan 
des surfaces à courbure constante, 
797-800. 

Représentations conformes des sur- 
faces MiNiMA, 202 et suiv. Problème 
de M. Mathet relatif aux représen- 
tations conformes, 214. 

Représentation gkodésique de deux 
surfaces l'une sur l'autre, 567, 
600. Problème de M. Beltrami, 598, 
607. 

REPRÉSENT.4.TI0N GÉODÉSIQUE SUR UN 

PLAN, 598, 599, 607. 

Représentation spuérique. Première 
solution du problème qui consiste ù 
déterminer une surface connaissantsa 
représentation sphérique. Application 
au système formé d'ellipses et d'hy- 
perboles sphériques homofocales, 162. 
Théorème de Hibaucour, 950. 

Représentation spiiériquk. Solution 
complète du problème, 974 et suiv. 
Kmploi des variables a, p, ç, 974. Rap- 
prochement avec le problème des élé- 
ments rectangulaires, 975. Transfor- 
mation de M. Lie, 975-976, 978-981. 
Développements analytiques, 982 et 
suiv. 

Représentation sphérioue. Rapports 
avec la théorie du roulement et de la 
déformation, 946-947, 954-956. 

Représentation spiiériquk des lignes 
asymptotiques, 874, 875. 

Représentation sphérique d'unb ligne 
de courbure plane, 509. 

Représentation sphérique d'une sur- 
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face minima, 202. Théorème deBour 
relatif aux surfaces minima admet- 
tant une représentation spliérique 
donnée, 205, 208. 

KÉSEAUX CONJUGUÉS foniiés de géodé- 
siques, surfaces de M. Voss, 918, 919. 
Surfaces et congrucnccs de M. Gui- 
ctarcl, 920,921. 

RÉSEAUX CONJUGUÉS pour lesrpuels les 
invariants sont égaux. Propriétés 
géométriques, 877-878. 

Resolution des équations linéaires 

LES UNES PAR LES AUTRES, 397 et 

suiv. 

Résolution d'une équation différen- 
tielle linéaire avec second membre, 
371. 

Roulement de deux surfaces l'une 



sur l'autre, 925 et suiv. Étude ana- 
lytique, 925-931. Tout mouvement 
particulier se réduit au roulement de 
deux surfaces réglées applicables 
Tune sur l'autre, 932. Cas où ces 
surfaces réglées deviennent dévelop- 
pablcs, 933, 934. Système conjugué 
commun, 934. Théorèmes de M. Kœ- 
nigs relatifs à ce système conjugué, 
935. Réseaux formés des courbes pour 
lesquelles les courbures normales 
sont égales sur les deux surfaces, 
900. Formules relatives au roulement, 
903-965, 967-968. 
Rotation défmie par une substitution 

linéaire. Théorème de M. F. Klein^ 

07 
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Solutions satisfaisant a certaines 
conditions d'une équation linéaire aux 
dérivées partielles du second ordre, 
36i. 

Suite de Laplack, 330-333. Équations 
pour lesquelles la suite se termine 
dans les deux sens, 337-340. Exten- 
sion de la méthode, 1042-1044. 

Suite de Laplace. Cas où elle se ter- 
mine dans un sens. Deuxième solu- 
tion, 378-379. Propriétés relatives à 
cette suite, 380, 381. Cas où elle se 
termine dans les deux sens, 382. Dif- 
férentes formes que prend alors l'in- 
tégrale générale, 385, 386. 

Surfaces A courbure constante. Théo- 
rème de Bonnet rattachant les sur- 
faces dont la courbure moyenne est 
constante à celles dont la courbure 
totale est constante, 771. 

Surfaces a courbure constante néga- 
tive, 772. Propriétés géométriques, 
773. Transformation de M. Lie, 774. 

Surfaces a courbure constante néga- 
tive particulières, 813. Surfaces 
d'Enneper à lignes de courbure sphé- 
riques, 814-821. 

Surfaces a courbure moyenne con- 



stante. Leurs lignes de courbure sont 
isothermes, 433, 775-776. 

Surfaces a courbure totale constante 
considérées comme développées d'une 
surface W, 778-782. 

Surface adjointe de Bonnet, 210. Ses 
propriétés, 211, 213-215. Formules de 
M. Schwarz relatives à la surface 
adjointe, 212. 

Surfaces a génératrices circulaires, 
«8, Note IX. 

Surfaces a lignes de courbure planes, 
983, 995-998. Théorème et mode de gé- 
nération, 998-1000. Lignes de cour- 
bure circulaires, algébriques, 1001 ; 
toutes égales, 1002. Traduction ana- 
lytique de la construction géomé- 
trique. 1003-1005. Enveloppes de 
sphères, 1006. Surfaces à lignes de 
courbure planes dans les deux sys- 
tèmes, 102-105. 

Surfaces a lignes de courbure sphéri- 
QUE8, 1019 et suiv. Recherche directe. 
Théorème de M. Blutel, 1022-1024. 
Comment on peut les dériver des sur- 
faces à lignes de courbure planes, 
1025-1027. Relations géométriques 
entre les lignes de courbure sphé- 
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riqucs, 1028-1030. Surfaces dont les 

lignes de courbure sont planes ou 

sphcriqucs dans les deux systèmes, 

4î<3, 1032-1038. 
SURFACKS APPLICABLES. Reconnaître si 

deux surfaces sont applicables, 083 et 

suiv. 
Surfaces applicables, les deux points 

correspondants étant à une distance 

invariable, 8()i. 
Surfaces apPLicABLES sur la surface de 

révolution dont la méridienne est la 

traclrice, 782. 
Surfaces applicables. Nouvelle mé- 

thodede M. Weingarterij {Oljij ci suiv. 

Étude du cas où l'élément linéaire a 

la forme 

ds^ = clu^ -f- ii [ w 4- ^i^' ( r )1 dv% 

1074-1079. 

Surfaces applicables sur des parabo- 
loïdes particuliers, 1079. 

Surfaces applicables sur les dévelop- 
pées des surfaces minima, 751. Sur le 
paraboloYde de révolution, 751. Dé- 
termination direct e, 707-770. Con- 
struction géomélriciue, 770 et Notes 
IV, XI. 

Surface de Liouville, pour laquelle la 
développée se compose de deux sur- 
faces homofocales du second degré, 
400-403. 

Surfaces de Joachimsthal admettant 
des lignes de courbure planes dont 
les plans passent par une droite, 94. 

Surfaces de même représentation 
sphérifjue que les surfaces minima, 
914. 

Surface dk quatrième classe admet- 
tant pour ligne double le cercle de 
rinfmietdont on détermine les lignes 
de courbure, 480. 

Surfaces de révolution, 73. Théorème 
de Bour, 74. Applicables les unes sur 
les autres, 76. Sur la sphère, 77. A 
courbure constante néji;ative, 60. Pour 
lesquelles les géodésiques sont tou- 
jours fermées, 582. 

Surface des centres de courbure. 
Propriétés générales, 752 et suiv. 



Surface des ondes de Fresnel. Lignes 
de courbure et lignes asynaptotiques. 
Note VIII. 

Surfaces de translation, 81-84, 218. 

Surfaces développables, 69. Elles sont 
applicables sur le plan, 70, 71. Réci- 
proque démontrée par O. Bonnet, 72. 

Surfaces dont les lignes de coarhure 
sont des cercles géodésiques, 638. 

Surfaces dont les normales rencon- 
trent une courbe, 443. 

Surfaces dont les plans principaux sont 
conjugués par rapport à une surface 
du second degré, 456, 457, 458, 467, 
468. 

Surfaces du second degré. Représen- 
tations conformes sur le plan, 121, 
122. Lignes de courbure, 1080. Voir 

au mot GÉODÉSIQUES. 

Surfaces engendrées par des cercles. 
Propriété nouvelle de ces surfaces, 
Note IX. 

Surfaces engendrées par une courbe 
invariable, 79. 

Surface focale d'une congruence, 314, 
315. 

Surfaces gauches applicables l'une sur 
l'autre, de telle manière que les géné- 
ratrices correspondantes soient paral- 
lèles, 730. 

Surfaces gauches applicables sur des 
surfaces gauches sans que les géné- 
ratrices rectilignes coïncident, 694- 
696, 721. 

Surfaces hélicoïdes qui sont des sur- 
faces minima, 200. 

Surfaces homofocales du second de- 
gré, 459. Polygones inscrits et cir- 
consrrits à deux surfaces du second 
degré, 465, 466. Rayons lumineux se 
réfléchissant sur diverses surfaces 
homofocales, 465. 

Surfaces isothermiques ou à lignes de 
courbure isothermes, 429 et suiv. Sur- 
faces isothermiques dérivées d'une 
surface isothermique donnée, 434. 
Kquation aux dérivées partielles des 
surfaces isothermiques, 435, 436. 
Emploi des coordonnées pentasphé- 
ri<iues, 437. 
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Surfaces isothermiques à lignes de 
courbure planes. Développement com- 
plet de la solution, 1008 et suiv. 

Surfaces (M), telles que deux familles 
de lignes conjuguées admettent pour 
tangentes des droites qui soient en 
même temps tangentes à une surface 
du second degré. Leur détermination 
se ramène à l'intégration de l'équation 
aux dérivées partielles, qui se ren- 
contre dans la théorie des surfaces à 
courbure constante, 830-831, 835, 844, 
845, 851. 

Surfaces hinima, formules de iMonge 
et leur interprétation par M. Lie, 218. 
Courbes minima, 219, 220. 

Surfaces minima. Formulas de M. Sch- 
warz faisant connaître la surface mi- 
nima passant par une courbe et ad- 
mettant, en chaque point de cette 
courbe, un plan tangent donné, 245- 
248. 

Surfaces minima. Propriété de minimum 
relative à une intégrale triple, 552. 

Surfaces minima algébriques inscrites 
dans une développable algébrique, 
252-254. Solution géométrique du 
même problème, 255. Théorème de 
M. Henneberg relatif aux cylindres 
circonscrits à une surface minima 
algébrique, 253. 

Surfaces minima aloébriques inscrites 
dans un cylindre, 253; dans un cône, 
257. 

Surfaces minima a lignes de courbure 
PLANES. Surface de Bonnet, 200. Sur- 
face à'Enneper, 207. 

Surfaces minima applicables sur une 
surface minima donnée, 21G. 

Surfaces minima applicables sur des 
surfaces de révolution, 217. 

SUHFACES MINIMA assujetties à des con- 
ditions aux limites. Problème de 
Gergonne, 302. Surface passant par 
deux polygones situés dans des plans 
parallèles, 303; par trois droites si- 
tuées d'une manière quelconque dans 
Tespace, 308, 309. 

Surfaces minima doubles, 224-230. 

SuiiFACE minima de M. Henneberg, 
220, 232, 237. 

D. — IV. 
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Surfaces minima en coordonnées ponc- 
tuelles, 184 et suiv. Formation de 
l'équation aux dérivées partielles, 
185. Son intégration, 18G. Formules 
de Monge et de Legendre, 187. For- 
mules de Weierstrass et â'Enneper, 
188. 

Surfaces minima en coordonnées tan- 
OENTIELLES, 193 et suiv. Intégration 
de l'équation aux dérivées partielles 
des surfaces minima, 194. Équation 
en termes finis donnée par M. Weier- 
strass, 195. ModiHcation de l'équation 
tangentielle, quand on déplace la 
surface, 198, 199. 

Surface minima engendrée par une 
droite. Théorème de Catalan, 11, 
249. 

Surfaces minima (Famille de) corres- 
pondante à une même équation dif- 
férentielle du second ordre, 283. Li- 
gnes asymptotiques hélicoïdales, 295. 
Surfaces minima correspondantes à 
la série hypergéométrique, 296. 

Surfaces minima. Génération de Ribau- 
cour qui les rattache aux congruences 
isotropes, 260. 

Surfaces minima. Historique, 175 ci 
suiv. 

Surfaces minima passant par une droite 
249; admettant une ligne de courbure 
ou une ligne géodésique plane, 251. 

Surfaces minima. Problème de Pla- 
teau. Détermination de la surface 
minima continue passant par un con- 
tour fermé, 261 et suiv. Indications 
historiques, 261-265. Surface minima 
limitée par deux droites, 267; par 
deux droites qui se coupent et par 
un plan, 268; par trois droites, dont 
l'une rencontre les deux autres, 269; 
par les côtés d'un quadrilatère gauche, 
270-272; par une chaîne composée de 
droites et de plans, 273 et suiv. 

Surfaces minima réelles, 191, 222 et 
suiv.; algébriques, 190, 221,233 et suiv. 

Surfaces moulures, 85-87. Surfaces- 
moulures applicables les unes sur les 
autres, 87. 

Surface moyenne d'une congruence. 
863. Congruences dont les dévelop^ 

34 
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pables interceptent sur la surface 
moyenne, un reseau conjugué, 892, 
1)12. Congruences dont la surface 
moyenne est un plan, 910,911. 
Surface n'ayant qu'un coté, 231, 232. 
Surface polaire d'une courbe gauche, 

12. 
Surfaces pour lesquelles les lignes de 
courbure de l'une des familles sont 
dans des plans parallèles, 715. 
Surface pseudosphërique. Sa représen- 
tation sur le plan, 782-784. Transfor- 
mations qui conservent l'élément li- 
néaire, 784-785, 791-793. Images des 
géodésiques de la surface, 786. 
Surface qui se déforme en entraînant 
des droites ou des sphères, 758. Théo- 
rèmes de M. Beltrami, 758, 759. Sur- 
face qui se déforme en entraînant des 
courbes situées dans ses plans tan- 
gents, 760. Cas particulier où ces 
courbes sont des cercles, 761. 
Surfaces rkolées, 67-72. Surfaces ré- 
glées applicables sur des surfaces de 
révolution, 691-693. Surfaces réglées 
pour les(iuclles les rayons de cour- 
bure principaux sont fonctions l'un 
de l'autre, 740. 
Surfaces spirales de MM. Lie et Mau- 
rice Lévyt 89-90, 621. Surfaces spi- 
rales qui sont des surfaces minima, 
201. 
Surfaces sur lesquelles les dévelop- 

PARLES d'une COXQRUEXCE RECTILIGNE 

intehceptent un réseau conjugué, 
418. 

Surfaces W. Ce sont celles pour les- 
quelles les rayons de courbure prin- 
cipaux sont fonctions l'un de l'autre, 
7i2. Premier théorème de M. Wein- 
garten, 742. Second théorème du 
même auteur, 747-749. Démonstration 
intuitive, 750. Cas particuliers, 751. 

Surfaces W. Théorème d'I/alphen re- 
liant les deux nappes de la déve- 
loppée, 763. Autre propriété des sur- 
faces W établie récemment par 
M. Weingarten, 764. Troisième pro- 
priété caractéristique due à liibau- 
cour, 765. Correspondance entre des 
lignes de ces surfaces et des lignes 



tracées sur leurs développées, 766. 

Systèmes conjugués. Théorème fon- 
damental, 84, 98, 99. Système con- 
jugué déterminé sur toute surface : 
théorème de M. G. Kœnigs, 91 ; pro- 
priétés relatives à une transforma- 
tion homographique ou corrélative, 
95-97. Les deux systèmes conjugués 
qui correspondent à une enveloppe 
de sphères sur la surface décrite 
par les centres de ces sphères, 475. 
Systèmes conjugués formés par deux 
familles de courbes planes, 100-101. 

Systèmes cycliques de Riraucour. 477, 
478, 481, 482. Systèmes cycliques rat- 
tachés à la déformation des surfaces, 
761-762; qui se rencontrent dans 
l'étude des surfaces à courbure con- 
stante, 806-807. Propriétés géomé- 
triques, 936-940, 945, 948, 951-953, 
% 1-962, 969-970. 

Systèmes de coordonnées curvilignes 
a lignes conjuguées, 1047-1052. 

Systèmes de coordonnées formés avec 
une famille de géodésiques, 518, 519, 
520. Lignes géodésiques normales à 
une courbe, 522; passant par un point, 
519, 520, 523. 

Systèmes d'équations du premier 
ordre 



f)X i)x * 



ày ùy 



Ils conduisent à une équation à inva- 
riants égaux, 391. 

Systèmes d'équations linéaires du 
PREMIER ORDRE possédaut uoc inté- 
grale du second degré, 13, 40-43. 

Système isotherme formé d'ellipses 
et d'hyperdoles géodésiques. Théo- 
rème de M. Dini, 587. 

Systèmes orthogonaux admettant une 
famille de lignes de courbure planes, 
762, 971-973. 

Systèmes orthogonaux et isothermes, 
tracés sur une surface quelconque, 
115-127. Systèmes isothermes plans, 
124. Systèmes particuliers, 125-127. 
Système plan isotherme comprenant 
une famille de cercles, 127. 

Systèmes orthogonaux formés a tcc une 
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famille de trajectoires dans un mou- 
vement plan, 541-543, 548. 

Systèmes triples orthogonaux. Pro- 
priétés générales, 147-149. Systèmes 
orthogonaux en coordonnées pcnta- 
sphériqucs, 154. 

Systèmes triples orthogonaux admet- 
tant même représentation sphérique 
qu'un système donné, 1053. Théorème 
de Combescure, 1054. Application, 
105G. Systèmes en nombre illimité 
dérivés d'un système donné, 1057- 
1058. 



Systèmes triples orthogonaux et iso- 
thermes. Démonstration de M. Bon- 
net, 513. 

Systèmes triples orthogonaux pour 
lesquels toutes les lignes de courbure 
sont planes, 1056, 1059; pour lesquels 
une seule famille de lignes de cour- 
bure est composée de courbes planes, 
1060; ou sphériques, 1061-1065. 

Systèmes triples orthogonaux se rat- 
tachant AUX fonctions hyperellip- 
TIQUES, 469. 



Tableaux de formules relatifs aux di- 
vers systèmes de coordonnées curvi- 
lignes, 504 ; à la développée d'une 
surface et à ses deux nappes, 754. 

Tableaux relatifs à la déformation in- 
finiment petite et aux douze surfaces, 
897, 905. 

Tangentes conjuguées. Généralisation 
du théorème de Dupin, 851. 

ThéoiiLmk de Gauss relatif aux triangles 
géodésiques infiniment petits, 600,001. 

TiiËOHK.ME DE Green sur unc surface, 
039. Kquaiion où figurent la cour- 
bure totale de la surface et la cour- 
bure géodésique, 640-646. 

TicÉouKME DE JoACHiMSTUAL relatif aux 
lignes de courbure communes à deux 
surfaces, 509. 

Théorème de M. Tissot relatif à la 
correspondance entre deux surfaces, 
600. 

Torsion d'une ligne asymptotique, 512 
et Note IV'. 

Torsion. Courbes à torsion constante, 
36, 39. Signe de la torsion. Note IV. 
Recherches récentes sur les courbes 
à torsion constante, même Note. 

Torsion géodésique, 507, 509. 

Tra(îk geouraphique de deux surfaces 
l'une sur l'autre, 119-1*22. Théorème 
relatif <iu tracé pour lequel les méri- 
diens et les parallèles d'une surface 
de révolution sont représentés par 
des arc» de cercle, 127. 



Tracés géographiques d'une surface 
minima, 204, 209. 

Tracés géographiques d'une surface 
qui se présentent dans la théorie des 
mouvements plans. On peut toujours 
faire correspondre aux trajectoires 
pour lesquelles la constante des forces 
vives a une valeur déterminée les 
lignes géodésiques d'une certaine 
surface, 547, 548. 

Trajectoires orthogonales d'une fa- 
mille de cercles dans le plan, 93. 

Trajectoires orthogonales d'une fa- 
mille de géodésiques, 523. 

Trajectoires orthogonales d'une fa- 
mille de surfaces, 438. 

Transformations de contact conser- 
vant les lignes de courbure. Transfor- 
mation par directions réciproques de 
Laguerrey 170. Transformation de O. 
Bonnet y 171. Enveloppe des sphère* 
coupant une sphère fixe sous un 
angle constant, 172. 

Transformation apsidale. Notes Vil et 
VIII. 

transformations de contact. Généra- 
lités sur certaines transformations, 
976-977. 

Transformation de M. Lie qui fait cor- 
respondre une sphère à une droite, 
157, 168, 978 et suiv. 

Transformation des équ.vtions li- 
néaires AUX dérivées partielles. 
Recherche de la fonction la plus gé- 
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nérale satisfaisant à une équation du 
second ordre et définie par la qua- 
drature I {Pdx-hQdy)yOuPtlQ 

dépendent linéairement de Tintégrale 
générale d'une équation donnée du 
second ordre et de ses dérivées, 402. 
Application au cas où P et Q con- 
tiennent seulement les dérivées du 
premier ordre, 402. 
Transformations des surfaces a cour- 
bure CONSTANTE, 802 et suiv. Méthode 
de M. Bianchi, 803, 804. Propositions 
antérieures de liibaucour, 804. Tra- 
duction analytique, 805-808. Trans- 
formation de M. /?âc A /M/irf, 809-811. 



Développement sur les applications 
répétées de la transformation de 
M. Bianchi, 822-829. 

Transformations générales des équa- 
tions aux dérivées partielles consi- 
dérées par M. Bâcklund, 811. Appli- 
cation au cas particulier où deux 
surfaces doivent se correspondre de 
telle manière que la figure formée 
par les deux points correspondants et 
les deux plans tangents en ces points 
soit invariable de forme, 812. 

Triangles oéodésiques. Théorème de 
Gauss, 641. Extension de ce théo- 
rème, 047. 



Vitesse. Son expression dans les déplacements à un paramètre variable, 3. 
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LIVRE VIII. 

DÉFORMATION INFINIMENT PETITE ET REPRÉSENTATION SPHÈRIQUE. 



CHAPITRE I. 

Page». 

Déformation infiniment petite. Première solution i 

ÉQoncé précis du probh'mc à résoudre. — Comment on pourrait entre- 
prendre son étude par la méthode des séries. — Le problème de la 
déformation infmiment petite consiste dans la détermination des pre- 
miers termes de ces séries. — Ce que l'on appelle la directrice et le 
module de la déformation infiniment petite. — Couples de surfaces 
applicables l'une sur l'autre. — Rapports de la question proposée avec 
le problème dit des cléments rectangulaires. — Indication des tra- 
vaux publiés sur ces questions. — Première solution du problème : 
on est ramené à l'intégration d'une équation linéaire du second ordre 
— Interprétation géométrique. — Application au paraboloïdc. — Rai 
sonnement a priori montrant que la solution du problème peut être 
obtenue pour toute surface du second degré. — Développement de la 
solution pour le cas de la sphère. — Démonstration géométrique : la 
surface (S,) qui correspond à une sphère par orthogonalité des élé- 
ments est la surface moyenne d'une congruence isotrope. — Equa- 
tions qui déterminent cette surface moyenne. — Retour au cas géné- 
ral; les caractéristiques de l'équation linéaire dont dépend la solution 
sont les lignes asymptotiques de la surface proposée. 



CHAPITRE II. 

Déformation infiniment petite. Deuxième solution : les formules de M. Le- 

lieuvre 19 

Introduction directe des lignes asymptotiques. — Réduction du problème 
à l'intégration d'une équation aux dérivées partielles à invariants 
égaux ; ce qui montre qu'on pourra obtenir une suite illimitée de 
surfaces dont on connaîtra les lignes asymptotiques et pour lesquelles 
on saura résoudre le problème de la déformation infiniment petite. — 
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Formules de M. Lclieuvrc. — Leur démonstration directe. — Comment 
on peut en déduire, par une méthode rapide, la solution du problème 
de la déformation infiniment petite. — Applications de ces formules. 
— Propriété de la représentation sphérique des lignes asymptotiques 
qui montre que cette représentation sphérique ne saurait être choisie 
arbitrairement. — Théorème de M. Kœnigs : les perspectives des lignes 
asymptotiques sur un plan quelconque déterminent un réseau plan 
(nécessairement conjugué comme tous les réseaux plans) à invariants 
ponctuels égaux. — Interprétation géométrique de l'égalité des inva- 
riants pour l'équation linéaire ponctuelle ou tangenticlle relative à 
un réseau conjugué tracé sur une surface quelconque. — Élément li- 
néaire d'une surface rapportée à ses lignes asymptotiques. — Démon- 
stration nouvelle du théorème d'Enneper relatif à la torsion des lignes 
asymptotiques. — Application aux surfaces à courbure constante. — 
Quand on sait résoudre le problème de la déformation infiniment 
petite pour une telle surface, on sait le faire aussi pour toutes celles 
qui en dérivent par la transformation de M. Bianchi. — Formules ana- 
logues à celles de M. Lclieuvrc quand les variables ont été choisies 
d'une manière quelconque. -- La solution générale du problème de la 
déformation infiniment petite écrite avec des variables quelconques. 



CHAPITRE III. 

Les douze sur/aces. Dés,eloppcmcnts géométriques se rattachant aux pré- 
cédentes solutions '|8 

Étant données deux surfaces (S) et (S,) qui se correspondent avec or- 
ihogonalité des éléments linéaires, au réseau des lignes asymptotiques 
de chacune de ces surfaces correspond, sur l'autre, un réseau con- 
jugué à invariants ponctuels égaux. — On déduit du premier couple 
deux nouvelles surfaces (X) et (A) qui se correspondent, elles aussi, 
avec orlhogonalité des éléments linéaires. — Définition de (il) : c'est 
l'enveloppe des plans menés par tous les points de (S ) perpendicu- 
lairement aux directrices de la déformation. — On sait résoudre le 
problème de la déformation infiniment petite pour (1) lorsqu'on sait 
résoudre ce problème pour (S). — Les lignes asymptotiques se cor- 
respondent sur (S) et sur (il). — Réciproque: théorème de M. Gui- 
chard. — Relation géométrique entre les deux nappes de la surface 
focale d'une congruencerectiligne, dans le cas où les lignes asympto- 
tiques se correspondent sur ces deux nappes. — Propriétés qui rat- 
tachent la surface ( A ) à la surface ( S, ) : les plans tangents aux points 
correspondants sont parallèles et le système conjugué commun a ses 
invariants ponctuels égaux, sur les deux surfaces. — Réciproque : théo- 
rèmes de MiM. Kœnigs et Cosserat. — Les trois réseaux I, II, III formés 
par les lignes asymptotiques de (S), de (S, ) et de (A) sont harmo- 
niques deux à deux. — Introduction de huit nouvelles surfaces qui, 
jointes aux quatre premières, forment un ensemble de douze sur- 
faces que Ton peut grouper deux à deux de telle manière qu'elles se 
correspondent avec orthogonalité des éléments linéaires, ou bien par 
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plans tangents parallèles, ou bien par polaires réciproques relative- 
ment à une sphère concentrique à l'origine, ou enfin comme focales 
d'une môme congruence rectiligne sur lesquelles les lignes asympto- 
tiques se correspondent. — Sur chacune de ces douze surfaces, les trois 
réseaux I, II, III déjà signalés sont, l'un formé des lignes asympto- 
tiques, l'autre conjugué à invariants ponctuels égaux, le dernier enfin 
conjugué à invariants tangentiels égaux. — Quand deux surfaces se 
correspondent avec orthogonalité des éléments linéaires, le système 
conjugué commun a ses invariants tangentiels égaux. — Lorsque, 
sur une surface, un réseau conjugué a ses invariants ponctuels (ou 
tangentiels) égaux, le réseau conjugué qui lui est harmonique a ses 
invariants tangentiels (ou ponctuels) égaux. 

CHAPITRE IV. 

Transformations diverses. Inversion composée 7H 

Les six couples «le surfaces qui se correspondent avec orthogonalité des 
cléments linéaires. — Théorème et construction de Ribaucour. — 
Quand on sait résoudre le problème de la déformation infiniment 
petite pour une surface donnée, on sait résoudre ce même problème 
pour toutes les surfaces homographiqucs et corrélatives. — Démons- 
tration de ce théorème général pour les homographies qui conservent 
le plan de l'infini; pour la transformation par polaires réciproques 

3C* -\~ V' 

relative au paraboloïde défini par l'équation ;: = = — • — Ces deux 

cas particuliers entraînent le théorème général. — Définition de Vin- 
version composée : sa propriété fondamentale. — Quand on sait ré- 
soudre le problème de la déformation pour une surface (S), on sait 
aussi le résoudre pour toutes celles qui en dérivent par l'inversion 
composée. — L'inversion composée raltachce aux notions relatives 
aux formes quadratiques dont les coefficients sont constants. 



CIIAPITRK V. 

Applications diverses ^7 

Élude du cas particulier où la surface (S,), qui correspond à (S) avec 
orthogonalité des éléments linéaires, se réduit à un plan. — Ce que 
deviennent alors les douze surfaces. — Application à la question sui- 
vante : déterminer toutes les congruences reclilignes pour lesquelles la 
surface moyenne est un plan. — On détermine^ parmi ces congruences 
rectilignes, celles qui sont formées des normales à une surface. — Etude 
du problème plus étendu : déterminer toutes lessurfaces pour lesquelles 
les développables formées parles normales découpent, sur la développée 
moyenne, un réseau conjugué. — La solution de ce problème se ramène 
à la détermination de la déformation infiniment petite des surfaces 
ininima. — Cette détermination se ramène d'ailleurs à l'intégration 
d'une équation linéaire harmonique. — C'est de la môme équation aux 
dérivées partielles que dépend la détermination des surfaces ayant 



342 TABLE DES MATIÈRES DE LA QUATRIÈME PARTIE. 

même représentation spbérîque de leurs lignes de courbure qae U sur- 
face minima adjointe à la proposée. — Comment on retrouTe les sur- 
faces mînima dans Tétude de la déformation infiniment petite de la 
sphère. — Développement des calculs. — Déformation infiniment 
petite d'une surface à courbure constante négaliTC. — L'une des douze 
surfaces devient alors une de ces surfaces^ considérées en premier lieu 
par M. Vos<, et sur lesquelles il y a un réseau conjugué exclusivement 
composé de lignes géodésiques. — Étude des développantes de ces 
surfaces. — Elles constituent Tune des nappes d'une congruence rec- 
tiligne pour laquelle les développables correspondent aux lignes de 
courbure sur les deux nappes de la surface focale. — Démonstration 
géométrique des théorèmes de M. Guichard, relatifs à ces surfaces. — 
\je Chapitre se termine par la démonstration d'un lemme dont il a 
été fait usage dans la démonàtralion précédente, et qui est susceptible 
de nombreuses applications à la théorie des congruences rectilignes. 

CHAPITRE VI. 

lioulemcnt de deux surfaces m 

Rappel des formules données au Livre Vil, Chapitre III. — Relations 
entre les quantités I), D', 1)' de Gauss et les rotations /?, q^r, />,» 7,, 
/*,. — Roulement d'une surface (6) sur une surface applicable (B, ). 

— l'ormules données au Li\rc I; formules complémentaires. — 
Comment on ficut rattacht^r à la considération du roulement une 
nouvelle iiiélhode de recherche des surfaces applicables sur une sur- 
face donnée. — Tout mouvement particulier contenu dans le déplace- 
nieril général se ramène au roulement d'une surface réglée sur une 
surface de même nature et applicable sur la première. — Premier cas 
où ces surfaces réglées sont <léveloppables. — Extension de la notion 
de réciprocité relative aux tangentes conjuguées. — Second mouvement 
particulier dans lequel les surfaces réglées sont développables. — Sys- 
tème conjugué commun à (H) et à (0,) considéré par Ribaucour. — 
Théorém«rs de M. Kœnigs relatifs à ce système conjugué commun. 

— La théorie des systèmes cycliques et le théorème fondamental du 
II* TOI rattachés à la considération du déplacement étudié dans ce 
Châj)itrc. — Propriété relative aux congruences engendrées par des 
droites parallèles et pour lesquelles les développables se correspon- 
dent. — Propriétés diverses des différents systèmes cycliques que Ton 
peut rattacher au même déplacement. — Comment la connaissance 
d'un couple de surfaces applicables peut conduire à une infinité de 
couples de surfaces admettant la même représentation sphérique. 

CHAPITRE VII. 

Les systèmes cycliques et les surfaces applicables 137 

Rappel des formules établies au Livre IV, Chap. XV, et relatives au sys- 
tème orthogonal formé par les lignes de courbure. — Relation entre 
les deux équations, ponctuelle et tangentielle, relatives au système 
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conjugué formé par ces lignes. — Détermination des surfaces admet- 
tant la même représentation sphérique qu'une surface donnée (£). 

— Rappel de la première solution. — Théorème de Ribaucour qui 
montre que les surfaces cherchées admettent pour normales les cordes 
<le contact d'une famille de sphères ayant leur centre sur la surface (21). 

— Détermination des systèmes cycliques engendrés par des cercles 
normaux à (S). — Propriétés géométriques relatives aux systèmes 
cycliques. — Pro[)Ositions qui rattachent la théorie de la représenta- 
lion sphérique à celle de la déformation des surfaces. — Détermina- 
tion des systèmes cycliques déduite d'un couple de surfaces applica- 
bles. — Ce que deviennent les réseaux I, II, III du Chapitre III pour 
un couple de surfaces applicables (6), (6,). — Définition nouvelle 
de la méthode de transformation introduite au n" 1)03 sous le nom 
d'inversion composée. — Les formules qui permettent de définir le 
roulement de (6) sur (B,). — Détermination de tous les systèmes 
triples orthogonaux pour lesquels une des familles est composée de 
surfaces à lignes de courbure planes dans un S3'stème. 

CHAPITRE VIII. 

Beprésenlation sphérique. Solution complète du problème i6() 

Emploi des coordonnées tangentielles a, f, Ç. — Réduction du pro- 
blème de la représentation sphérique à l'intégration d'une équation 
aux dérivées partielles du second ordre dont les invariants sont 
égaux. — Les caractéristiques de cette équation sont les lignes de 
courbure de la surface. — Rapprochement entre les deux surfaces 
qui conduisent à la même équation du second ordre, l'une pour le 
problème de la déformation infiniment petite, l'autre pour le pro- 
blème de la représentation sphérique. — On retrouve la transfor- 
mation (le contact de M. Lie. — Notions générales sur une classe 
étendue de transformations de contact. — Application à celle de 
M. Lie. — Recherche des surfaces pour lesquelles on sait résoudre 
le problème de la représentation sphérique. — On démontre que, 
lorscju'on sait résoudre ce problème pour une surface (L), on peut le 
résoudre, à l'aide d'une simple quadrature, pour toutes les surfaces 
inverses des surfaces (L') admettant même représentation sphérique 
que (1). — Ce procédé, appliqué aux surfaces qui correspondent à 

l'équation = o, fournit toutes les surfaces réelles pour lesquelles 

Ox Oy ' ^ ' 

on peut obtenir la solution complète du problème. — Démonstration 

analytique de ce résultat. — Compléments donnés aux développements 

du Livre IV, Chap. VII. 

CHAPITRE IX. 

Surfaces à lignes de courbure planes 1 98 

Première application des méthodes précédentes. — Rappel des formules 
propres à déterminer les surfaces admettant une représentation splié- 
ri<iue donnée. — Recherche des surfaces à lignes de courbure planes 
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dans un système. — Elles correspondent toutes à des équations à in- 
variants égaux pour lesquelles la solution est de premier ou de se- 
cond rang. — Méthode de recherche directe : théorème général qui 
permet de les déterminer très simplement au moyen de trois dévelop- 
pables dont l'une (A) est isotrope et les deux autres (D), (D,) ap- 
plicables l'une sur l'autre avec correspondance des génératrices rec- 
lilignes. — On déduit de cette proposition que, si une ligne de 
courbure plane est un cercle, toutes les autres sont des cercles, que 
si une d'elles est algébricjue, toutes les autres le sont aussi, etc. — 
Mi>e en œuvre de la génération précédente. — Calculs et construc- 
tions géométriques propres à déterminer la surface réelle la plus gé- 
nérale à lignes de courbure planes, sans aucun signe.de quadrature. 

CHAPITRE X. 

Surfaces isothermiques à lignes de courbure planes 'i 7 

Rappel des difTércntes classes de surfaces à lignes de courbure planes dé- 
terminées ou étudiées dans le cours de cet Ouvrage. — Indication 
de cas particuliers dans lesquels ces surfaces sont isothermiques. — 
Recherche systématiijue des surfaces qui satisfont à cette double con- 
dition d'avoir leurs lignes de courbure planes, au moins dans un sys- 
tème, et d'être isothermiques. — Mise en équation du problème. — 
Intégration des équations linéaires auxquelles satisfont les rotations. 

— Tout se ramène à la détermination d'une fonction /( satisfaisant à 
deux équations aux dérivées partielles. — Application de la théorie 
(!cs fonctions doublement périodiques de seconde espèce et des mé- 
thodes de M. Hermite à cette intégration. — La solution dépend des 
fonctions elliptiques et comporte une fonction arbitraire. — Explica- 
tion (le ce dernier résultat et construction géométrique de la surface. 

— Cas particulier où le module de la fonction elliptique devient nul. 

CHAPITRE XI. 

Surfaces à lignes de courbure sphériques 23^ 

Les surfaces à lignes de courbure sphériques dans un système corres- 
pondent à des équations aux dérivées partielles à invariants égaux 
qui sont du premier, du second ou du troisième rang. — Méthode 
directe de recherche. — Étant donnée une surface à lignes de cour- 
bure sphériques (S), il existe une infinité de surfaces (S,) de même 
définition, dépendant d'une fonction arbitraire et admettant la même 
représentation sphérique. — Théorème de M. Blutel. — Construc- 
tion géométrique des surfaces (S„). — Comment on peut, sans aucune 
intégration, déduire toutes les surfaces 5 lignes de courbure sphériques 
des surfaces à lignes de courbure planes. — Propriétés diverses : en 
appliquant des inversions convenablement choisies à chaque ligne 
de courbure sphérique de la surface, on peut les placer toutes sur 
une même développable isotrope. — Définition de la rotation autour 
d'un cercle; proposition qui rapproche les surfaces à lignes de cour- 
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bure sphériqucs des surfaces à lignes de courbure planes. — Des sur- 
faces dont toutes les lignes de courbure sont planes ou spliériques. 
— Leur détermination se ramène à la solution de l'équation fonction- 
nelle 

6 



2](A,-t-B,)«:.o. 



- Hcsullat : toutes les surfaces clierchées dérivent simplement, soit 
(lu cône, soit de la surface dont les normales sont tangentes à un 
cône. 

CHAPITRE xrr. 

Généralisations diverses 3G7 

Systèmes d'équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre 
à n variables indépendantes dans lesquels chaque équation ne con- 
tient qu'une dérivée seconde prise par rapport à deux variables diiïé- 
rentes. — Forme type de ces systèmes, condition pour qu'ils admet- 
tent n -f- 1 intégrales linéairement indépendantes. — Extension à ces 
systèmes de la méthode de Laplace. — Comment on les intègre lorsque 
la suite de Laplace se termine dans un sens. — Indication de certains 
systèmes généraux dont l'intégrale peut être obtenue. — Cas particu- 
liers. — Applications géométri(|ues. — Systèmes de coordonnées cur- 
vilignes à lignes conjuguées. — Ces systèmes sont les seuls qui puis- 
sent correspondre à d'autres systèmes, les plans tangents aux surfaces 
coordonnées étant parallèles pour les points correspondants. — In- 
terprétation géométrique des substitutions de Laplace généralisées. 

— Cas particulier des systèmes triples orthogonaux. — Théorème de 
M. Combescure. — Démonstration directe de ce théorème. — Applica- 
tion. — Détermination d'une classe de systèmes triples pour lesquels 
toutes les lignes de courbure sont planes. — En combinant l'inver- 
sion avec le théorème de M. Combescure, on peut faire dériver d'un 
système triple orthogonal une suite illimitée de systèmes analogues. 

— Détermination des systèmes orthogonaux à lignes de courbure 
planes dans un seul système. — Détermination des systèmes ortho- 
gonaux à lignes de courbure sphéri<iues dans un seul système. 



CII.VPITRE XIII. 

youi'clles classes de surfaces applicables 3oS 

Ce Chapitre est consacré à l'exposition des résultats nouveaux que l'on 
doit à M. Weingarten dans la recherche des surfaces applicables 
sur une surface donnée. — La méthode de M. Weingarten exige que 
l'on connaisse déjà au moins une surface réelle ou imaginaire admet- 
tant l'élément linéaire donné. — Elle fait dépendre la détermination 
de toutes les surfaces (B) admettant cet élément linéaire de celle 
d'autres surfaces (S), satisfaisant à une certaine équation aux dérivées 
partielles, qui établit une relation entre les rayons de courbure prin- 
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cipaux, les distances d'un point Gxc au plan tangent et au point de 
contact. — Cas particulier où les caractéristiques de cette équation 
aux dérivées 'partielles sont les lignes de longueur nulle de la repré- 
sentation sphériquc de (£). — L'élément linéaire est alors défini par 
la formule simple 

ds*— du'-h2[u-\-Cf>'{v)] dv\ 
et l'équation à intégrer prend la forme simple 

Indication des différentes formes de ^'{v) pour lesquelles l'inté- 
gration est possible. — Démonstration de différents résultats dus à 
M.\[. Weingarten, Baroni, Goursat. — Les cas les plus intéressants font 
connaître tontes les surfaces applicables sur le paraboloïde du second 
degré dont une génératrice rectiligne est tangente au cercle de Tinlini. 
— Réduction de l'élément linéaire de ces surfaces à la forme de Liou- 
ville qui permet l'intégration des lignes gcodésiqucs. 

CHAPITRE XIV. 

Dernières recherches 33S 

Nouveau développement donné par M. Weingarien aux recherches pré- 
cédentes. — Problème proposé. — Klant donné un élément linéaire, 
pour résoudre le problème de la déformation, on mène par chaque 
point de la surface cherchée (ft) une tangente faisant un angle dé- 
terminé, mais d'ailleurs variable» avec les courbes coordonnées; puis 
on prend comme variables indépendantes deux parunièlrcs quelconques 
propres à définir la direction de cette droite dans l'espace. — For- 
mation des é(iuations aux dérivées parlielles auxquelles satisfont les 
coordonnées curvilignes m et v considérées comme fonctions de ces 
paramètres. — A ce propos, l'on rappelle et l'on complète quelques 
propriétés de la ligne de striction des surfaces réglées. — Ktant 
donnée une congruence rectiligne, assembler les droites en su^face^ 
réglées dont les lignes de striction soient sur une des nap|>es focales 
de la congruence. — Les propriétés géométriijues établies permettent 
de simplilier les équations qui déterminent u et v et de les ré<luire 
à une seule équation aux dérivées partielles du second ordre. — Ren- 
voi au Mémoire de M. Weingarten couronné par l'Académie des 
Sciences. 
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